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Predgovor

Ova su skripta namijenjena u prvom redu studentima specijalistickoga diplomskoga stru¢nog
studija Strojarstvo koji se izvodi na SveuciliSnom odjelu za stru¢ne studije Sveucilista u Splitu.
Misljenja smo da skripta mogu biti korisna i ostalim studentima koji su upisali studij strojarstva
na bilo kojem fakultetu u Hrvatskoj, a koji slusaju izlozeno gradivo u sklopu kolegija razlicitih
naziva (Nauka o ¢vrstoci II, Mehanika materijala II...).

Skripta sadrZze predavanja iz navedenog predmeta i niz ilustrativnih primjera s detaljno
objaSnjenim postupcima rjeSavanja. Na kraju svakog poglavlja dani su zadatci za samostalni
rad studenata.

U prvome, uvodnom dijelu objasnjena je potencijalna energija deformiranosti te su dani izrazi
za njezino izracunavanje za osnovne slucajeve opterecenja Stapa.

Drugi dio bavi se koeficijentima podatnosti. Objasnjeni su pojmovi poopcene sile i poopéenog
pomaka te je opisana matrica podatnosti. Na primjerima osnovnih optere¢enja Stapa pokazano
je odredivanje poopcéenih pomaka uz pomo¢ koeficijenata podatnosti.

U tre¢em poglavlju navedeni su Castiglianovi teoremi te primjena drugoga Castiglianova
teorema na izracunavanje poopcenih pomaka, bilo linearnih pomaka ili kutnih zakreta. Takoder
je pokazan nacin rjeSavanja staticki neodredenih zadataka uz pomo¢ drugoga Castiglianova
teorema.

U cetvrtom dijelu skripata opisana je metoda odredivanja poopcéenih pomaka primjenom
Mohrova integrala. Kao ispomo¢ u izraCunavanju integrala produkta dviju funkcija navedeno
je Verescaginovo pravilo te slucajevi kada se ono moze primjenjivati.

Peti dio skripata posvecen je metodi sila kao matricnoj metodi koja se koristi za rjeSavanje
staticki neodredenih zadataka. Na nekoliko ilustrativnih primjera jedanput i dva puta staticki
neodredenih linijskih 1 okvirnih nosaca objasnjen je postupak rjeSavanja primjenom ove
metode. Opisan je nain dobivanja osnovne konstrukcije, ekvivalentne staticki odredene
konstrukcije dobivene iz zadane uklanjanjem suvis$nih veza; objaSnjene su kanonske jednadzbe
metode sila. Takoder je navedena prednost ove metode pri rjeSavanju simetricnih konstrukcija
opterecenih antisimetri¢no.

U Sestom dijelu skripata objaSnjena je ukratko na najjednostavnijim primjerima metoda
pomaka. Naveden je postupak odredivanja kinematicke neodredenosti te dobivanja osnovne
konstrukcije, kinematicki odredene konstrukcije dobivene iz zadane uvodenjem dodatnih veza.
Razmatrani su samo zadatci s postoje¢im kutnim zakretima. Takoder je pokazana prednost ove
metode pri rjeSavanju simetri¢nih konstrukcija opterecenih simetricno.



Sedmo poglavlje bavi se debelostjenim posudama i cijevima pod djelovanjem unutarnjeg i
vanjskog tlaka. Izvedeni su izrazi za radijalno i cirkularno naprezanje te za radijalni pomak za
navedeno djelovanje tlaka. Pokazan je i nacin dimenzioniranja debelostjenih posuda i cijevi
koriStenjem teorija Cvrstode: teorije najveeg posmi¢nog naprezanja 1 teorije najvece
distorzijske energije (HMH teorija).

U osmom poglavlju opisano je savijanje tankih kruznih ploca. Na jednostavnim primjerima
pokazan je nacin rjeSavanja diferencijalne jednadzbe savijanja tankih kruznih ploca te postupak
odredivanja raspodjele radijalnih i cirkularnih momenata savijanja. ObjaSnjen je i1 postupak
odredivanja progibne plohe.

Deveto poglavlje bavi se uvijanjem Stapova neokruglog presjeka. Dani su izrazi za najveca
posmicna naprezanja 1 relativni kut uvijanja pri uvijanju Stapova elipticnog, pravokutnog i
trokutnog poprecnog presjeka. Kratko je opisano i1 uvijanje tankostjenih Stapova zatvorenog i
otvorenog poprecnog presjeka.

U posljednjem, desetom poglavlju dana su rjeSenja bez postupka rjeSavanja onih zadataka koji
su na kraju svakog poglavlja dani studentima za samostalno rjeSavanje.

Na kraju skripata, kao dodatak, stavljeno je i poglavlje u kojem je ponovljeno gradivo iz
Tehnicke mehanike I 1 Nauke o cvrstoci, a koje se odnosi na odredivanje unutarnjih sila u

proizvoljnom popre¢nom presjeku Stapa pri razlicitim slucajevima opterecenja Stapa.

Koristimo se prigodom zahvaliti recenzentima prof. dr. sc. Frani Vlaku i doc. dr. sc. Marku
Vukasovi¢u na pomnu ¢itanju teksta i korisnim savjetima kojima su podignuli kvalitetu ovih
skripata.

Svima koji upozore na eventualne slovne ili racunske pogreske koje su promaknule i autorima

1 recenzentima unaprijed zahvaljujemo.

Autori
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1. POTENCIJALNA ENERGIJA
DEFORMIRANOSTI

Pod djelovanjem vanjskog opterecenja, aktivnih i reakcijskih sila, na neku konstrukciju, u njoj

se akumulira potencijalna energija deformiranosti. Tako ¢e se na primjer prostorna konstrukcija
opterecena prema slici 1.1.a deformirati. Moze se pokazati da energija deformiranosti ovisi o
unutarnjim silama koje se javljaju u popre¢nom presjeku Stapa. U najopcenitijem slucaju
redukcijom svih sila koje djeluju u poprecnom presjeku Stapa na teziSte njegova poprecnog
presjeka dobiju se dva vektora: glavni vektor sila F i glavni moment M (slika 1.1.b). Glavni

vektor sila F , kao i glavni moment M, mogu se razloziti na tri komponente u smjeru lokalnih

osi x, y 1 z pravokutnoga koordinatnog sustava (slika 1.1.c).

a) b)

Slika 1.1. a) prostorni Stap opterecen koncentriranim silama, b) glavni vektor sila i glavni moment u
poprecnom presjeku Stapa, c) unutarnje sile u poprecnom presjeku

Te komponente ¢ine unutarnje sile u popre¢nom presjeku Stapa 1 nazivaju se kako slijedi:

- N —uzduznasila
- 0, —poprecna sila duz lokalne osi y
- Q. —poprecna sila duz lokalne osi z

- M _ =M, — moment uvijanja



- M, —moment savijanja u odnosu na lokalnu os y

- M _ —moment savijanja u odnosu na lokalnu os z .

Pri statickom djelovanju vanjskih sila na elasti¢no tijelo pretpostavlja se da se sav rad vanjskih
sila W pretvara u potencijalnu energiju deformiranosti U :

w=U. (1.1)
Za diferencijalni element Stapa vrijedi:
dw =dU. (1.2)

U nastavku je dan nacin izra¢unavanja diferencijala potencijalne energije deformiranosti dU
za osnovne slucajeve opterecenja diferencijalnog elementa Stapa kako je to navedeno u
literaturi [7].

Rastezanje diferencijalnog elementa Stapa

Za diferencijalni element Stapa opterecen na rastezanje/sabijanje je (slika 1.2.):

dU:%-N-du, (1.3)

dx
dx +du

- =

Slika 1.2. Rastezanje diferencijalnog elementa
gdje je N uzduzna sila, a u uzduzni pomak.

Budu¢i da je

du=¢, -dr=—dr
E-A

N
poznata jednadzba, spomenuta u kolegiju Nauka o ¢vrstoci, u kojoj je EA krutost u odnosu na
rastezanje/sabijanje, bit ¢e dalje:

2
N-Ndx N

v =1. de=— 4
2 E-A4 2-E-A

(1.4)

Savijanje diferencijalnog elementa Stapa u xz ravnini

Potencijalna energija deformiranosti zbog momenta savijanja u xz ravnini glasi (slika 1.3.a):
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N
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Slika 1.3. Savijanje diferencijalnog elementa u xz ravnini
1
dU=5-My~d,B, (1.5)

gdje je M, moment savijanja u odnosuna os y,a f kutni zakret u odnosu na os y, pri Cemu

su y 1 z glavne teziSne osi.

Kako je

jednadzba (1.5) prelazi u izraz:

M M?
M —2 .dx= Y .dx. (1.6)

1
—M,
2 E-I, 2-E-1,

1
dU=5-My-dﬂ=

Zbog poprecne sile moze se napisati (slika 1.3.c):
1
dU:E-J.(sz'dA)'(yxz'dx)’ (1.7)
A

gdje je posmi¢no naprezanje dano izrazom poznatim iz kolegija Nauka o ¢vrstoci:



Imajuéi u vidu Hookeov zakon,

e
yxz_ Ga

kako je pokazano u [7] , 1zraz (1.7) konacno postaje:

2
dUZKZ Qz .

dx, 1.8
2-G-A4 (1.8)

gdje je k, faktor smicanja za savijanje u xz ravnini ovisan o obliku popre¢nog presjeka.

Savijanje diferencijalnog elementa Stapa u xy ravnini

Za savijanje u xy ravnini moze se napisati (slika 1.4.a):
a) b)

Y M, M. T
’ : y

g dx »
Slika 1.4. Savijanje diferencijalnog elementa u Xy ravnini
1
dU:E-MZ-dy, (1.9)

gdje je M, moment savijanja u odnosu na os z, a y kutni zakret u odnosu na os z, pri cemu

su y i z glavne teziSne osi.



Sli¢nim postupkom kao kod savijanja u xz ravnini moze se kona¢no dobiti:

2
dU:l-Mz-dy:l-Mz-Mz -dx = M; dxv, (1.10)
2 2 El 2EI,
odnosno od popre¢ne sile O, :
2
K .
dU =2 Qy~dx, (1.11)
2GA

gdje je x, faktor smicanja za savijanje u xy ravnini ovisan o obliku poprecnog presjeka.

Uvijanje diferencijalnog elementa Stapa

Zbog momenta uvijanja moZze se napisati (slika 1.5.):

X
~ dr
Slika 1.5. Uvijanje diferencijalnog elementa
1
dU=E~Mt-da, (1.12)
gdje je M, moment uvijanja, a a kutni zakret u odnosu na os x.
Budu¢i da je
M
da=—2=%-dx,
Gl,
izraz (1.12) postaje:
M2
dU =—+-dx, (1.13)
2GI,

gdje je GI, krutost u odnosu na uvijanje.



Opéi sluéaj opterecenja diferencijalnog elementa Stapa

Ukupna potencijalna energija deformiranosti diferencijalnog elementa Stapa u ovom slucaju
moze se prikazati u obliku:

M2 .0? 2 k-0 2
dU—l N? Al S o +MZ +-2 Qy+Mf -dx
2| FA EI GA EI, GA G,

(1.14)

Ukupna potencijalna energija deformiranosti sustava Stapova, izrazena preko unutarnjih sila,
dobije se integriranjem izraza (1.14):

[; 2 [; 2

N o szzi i o kyle' .

R D et N Fr
(1.15)

n ki M n b M2 n M2

+ dx + 2 . dx+ o dx’
;!2 1, E ;OZ-IZZ.-EZ. 12_112-11)1.‘61.
gdje je n broj Stapova sustava. Budu¢i da ¢e se u zadatcima koji slijede pri uvijanju razmatrati
samo Stapovi okrugloga popre¢nog presjeka, u zadnjem ¢lanu izraza (1.15), kao dio torzijske

krutosti Stapa, uzet je polarni moment tromosti poprecnog presjeka /7, .

Nacin odredivanja unutarnjih sila za osnovne vrste opterec¢enja opisan je u skriptama Tehnicka
mehanika I 1 Nauka o c¢vrstoci istih autora. Zbog vaznosti unutarnjih sila za izraCunavanje
potencijalne energije deformiranosti Stapa na kraju ovih skripata dodano je poglavlje u kojem
je na nizu primjera ponovljen postupak izraCunavanja unutarnjih sila za osnovna opterecenja
Stapa.

U primjerima koji slijede pokazat ¢e se izraCunavanje potencijalne energije deformiranosti

Stapa za osnovne slucajeve opterecenja pa Ce izraz (1.15) poprimati jednostavnije oblike.

1.1. AKSIJALNO OPTERECENJE

Pri aksijalnom opterec¢enju Stapa u njegovu poprecnom presjeku od unutarnjih sila javlja se
samo uzduzna sila pa se potencijalna energija deformiranosti izrac¢unava sukladno izrazu (1.15)
prema:

ll

n N2
U= i .dr. (1.16)
e

1 1

Ako je N, / ( A -Ei) konstantno po duljini i-tog segmenta Stapa, izraz (1.16) prelazi u izraz:

" N2
U=y ——. (1.17)
24 E;



Primjer 1.1.

Stap sastavljen od triju segmenata optereéen je koncentriranim silama prema slici 1.6. Valja
izraCunati potencijalnu energiju deformiranosti Stapa.

Zadano je: F, =50kN, F,=20kN, /=0,5m, 4=100mm*, E=100GPa, [, =21, [, =1,
L=1,1,=21, 4 =4-4, 4,=3,24-4, 4, =2,25A.

I £yl F

l l, A l,

- | |- > »

Slika 1.6. Primjer 1.1. Stap sastavljen od triju segmenata aksijalno opterecen
RjeSenje:

Uzduzne sile mogu se odrediti metodom presjeka kako je to objasnjeno u dodanom poglavlju
na kraju ovih skripata, a iznose:

- L podrucje: 0<x<3-/
N,=F, =70kN,
- Il podrucje: 3-1<x<6-1
N,=F,=20kN.
Potencijalna energija deformiranosti sada je prema izrazu (1.17) jednaka:

U_Nf-z-l+ NP1 . N3 -1 +N22-2-l
2. 4-E 2-A-E 2-A-E 2-Ay-E’

2 2 2 2
- 0,5-1033. (70-10°) .2+(70-103) +(20-103) +(2o-1o3) 2
2-100-10 400 324 324 225

5

odnosno

U=111034 N-mm=111,034 N-m.

Primjer 1.2.

Za konstrukciju sastavljenu od dvaju Stapova i opterecenu prema slici 1.7. potrebno je izracunati

potencijalnu energiju deformiranosti. Stapovi su kvadratnoga popreénog presjeka stranice a, i

napravljeni od materijala kojemu je poznat modul elasti¢nosti £ .

Zadano je: F=8kN, a=0,8m,b=2,4m,c=2,8m, q, =8 mm, E=70GPa.



Slika 1.7. Primjer 1.2. Konstrukcija sastavljena od dvaju Stapova opterecena koncentriranom silom
RjeSenje:
Uzduzne sile u Stapovima 1 1 2 mogu se dobiti iz jednadZzba ravnoteze postavljenih za ¢vor A
kako je to pokazano u primjerima u dodanom poglavlju na kraju skripata. Ove sile iznose:

N, =6,240kN,
N, =2,634kN,

dok su povrsine poprecnih presjeka Stapova:
A=4,=A=a =8 =64 mm”’.

Potencijalna energija deformiranosti sada prema (1.17) glasi:

_N12'11+N22'12_ 1
2-A-F 2-4-E 2-4-F

(NPl + N3 1)

1-10°-10° 5 )
U=—————(6,2407-2,912+2,634” 3,683)
2:64-70-10

U=15511N-mm=15,511N-m.

Primjer 1.3.

Za reSetkastu konstrukciju zadanu 1 optereCenu prema slici 1.8. valja izracunati potencijalnu
energiju deformiranosti. Svi Stapovi su kruznoga poprecnog presjeka i izradeni od istog
materijala.

Zadano je: F =6kN, F,=12kN, F,=8kN, a=25m, b=15m, A4=254mm’,
E=210GPa.



Slika 1.8. Primjer 1.3. ReSetkasti nosac u ravnini

Rjesenje:

Uzduzne sile u Stapovima resSetkastog nosaca dobivene metodom ¢vorova i duljine Stapova dane
su u tablici 1.1.

Tablica 1.1. Uzduzne sile u Stapovima resetke i njihove duljine

Stap 1 2 3 4 5 6 7
N, kN 16,08 7,58 | -6,38 | -1,43 | 1185 | -11,85 | -3,17
I m 2,5 2,5 1,953 | 1,953 | 1,953 | 1,953 2,5
N2l kKN*-m | 6464 | 1436 | 79,5 3,99 | 2742 | 2742 25,1

Potencijalna energija deformiranosti moze se dobiti prema izrazu (1.17):

Dalje je:

U_(646,4+143,6+79,5+3,99+274,2+274,2+25,1)-109
B 2.254.210-10° ’

U=13564 N-mm=13,564 N-m.

Zadatak 1.1. Stap sastavljen od dvaju segmenata kruZnoga popre¢nog presjeka optereéen je
silama zadanih iznosa F; i F, premaslici Z.1.1. Promjeri popre¢nih presjeka su d, i d,, a oba

segmenta su izradena od istog materijala kojemu je modul elasti¢nosti E'.

Valja izraCunati potencijalnu energiju deformiranosti Stapa ako je zadano: F, =12kN,

F,=15kN, /,=1,4m, ,=0,8m, d, =15mm, d, =12mm, E=200GPa.



Slika Z.1.1. Zadatak 1.1.

Zadatak 1.2. Za konstrukciju sastavljenu od dvaju Stapova i optere¢enu prema slici Z.1.2.
potrebno je izraCunati potencijalnu energiju deformiranosti. Popre¢ni presjek Stapova je kvadrat

zadanog brida a,. Stapovi su napravljeni od materijala poznatog modula elasti¢nosti £ .

Zadano je: F=8kN,a=2,2m, b=1,4m, c=0,8m, ¢, =12mm, E=70GPa.
A

A
Y

Slika Z.1.2. Zadatak 1.2.

Zadatak 1.3. Za reSetkastu konstrukciju zadanu i optere¢enu prema slici Z.1.3. valja izraCunati
potencijalnu energiju deformiranosti. Svi Stapovi su kruznoga poprecnog presjeka i napravljeni
od istog materijala.

Zadanoje: F=15kN, a=2,4m, b=2,6m, d=12mm, E=210GPa.

- oy oo p
=t

Slika Z.1.3. Zadatak 1.3.

10



1.2. UVIJANJE

Kada je Stap okrugloga poprecnog presjeka opterecen na uvijanje, u popreénom presjeku Stapa

od unutarnjih sila javlja se samo moment uvijanja.

Potencijalna energija deformiranosti, uzimajuéi u obzir izraz (1.15), izraCunava se prema

1zrazu:
n li M2
U=Y [——dr. (1.18)
7 .

Za konstantnu vrijednost M, / (1 »i -Gl.) po duljini i-tog segmenta Stapa izraz (1.18) prelazi u

1zraz:

S

U:ZZ— (1.19)

M1,
i=1 'Ipi 'Gi
Primjer 1.4.

Stap okruglog presjeka sastavljen od dvaju segmenata i uklijesten na lijevom kraju optereéen
je momentima M, i M,. Lijevi dio $tapa ima poprecni presjek oblika kruZznog vijenca, a desni
punog kruga (slika 1.9.). Valja odrediti potencijalnu energiju deformiranosti Stapa.

Zadano je: [ =0,9m, [,=0,6m, M, =30kN-m, M,=16kN-m, D =120mm,
d,=102mm, d, =100 mm, G=76 GPa.

| b
I_b - »
A B
\ lied
I M]\/
. [, L Lo Presjek I-1  Presjek II-1T

Slika 1.9. Primjer 1.4. Stap izloZen uvijanju s poprecnim presjecima
Rjesenje:
Momenti uvijanja u svakom segmentu dobiveni su metodom presjeka i glase:
M,=-M,+M,=-16+30=14kN -m,
M,=-M,=-16kN -m.
Polarni momenti tromosti prvog i drugog segmenta jesu:

; 1200z 102% -7

| =9,731-10° mm*,
? 32

11



4
1007 5 817.10° mm*.
32

p2
Potencijalna energija deformiranosti izraCunana prema izrazu (1.19) iznosi:

M2 N MA-,  147:107.0,9-10° +(—16)2-1012-0,6-103
2:1,-G 2:1,,-G 2:9,731-10°-76-10°  2.9,817-10°-76-10°

U=222197 N-mm =222,197 N-m.

Primjer 1.5.

Stap okruglog presjeka sastavljen od dvaju segmenata i uklijeiten na lijevom kraju optereéen

je momentima M, 1 M, (slika 1.10.).

Valja odrediti potencijalnu energiju deformiranosti Stapa ako je zadano: / =14m,

L=1,2m, M, =8kN-m, M, =12kN-m, d, =114mm, d, =90 mm, G=28 GPa.

/

a3

Slika 1.10. Primjer 1.5. Stap izloZen uvijanju
Rjesenje:
Momenti uvijanja u svakom segmentu iznose:
M,=M+M,=8+12=20kN-m,
Mtz =M2 :12kN'm.

Polarni momenti tromosti prvog i drugog segmenta jesu:

4
= H4 7 _16.581.10° mm?,

4
_ 0T 6 441-10° mm*.

p2
Potencijalna energija deformiranosti raunana prema izrazu (1.19) iznosi:

_ Mzzl'll n Mzzz‘lz
2:1,-G 2-1,-G’

12



2 1012 3 2 102 3
U - 20°-10 16,4 10 - 127-10 i,2 10 - =1082174 N-mm,
2-16,581-10”-28-10° 2-6,441-10"-28-10

U=1082,2N-m.

Zadatak 1.4. Stap sastavljen od triju segmenata okrugloga popreénog presjeka optereéen je

koncentriranim momentima M, M, 1 M, premaslici Z.1.4. Oba segmenta izradena su od istog

materijala kojemu je modul smicanja G .

Valja izracunati potencijalnu energiju deformiranosti Stapa.

Zadano je: [ =0,6m, [,=0,8m, /,=12m, M,=3kN-m, M,=14kN-m,
M,=6kN-m, d,=80mm, D,=110mm, d, =100 mm, d; =90 mm, G=28 GPa.

A

Slika Z.1.4. Zadatak 1.4.

Zadatak 1.5. Za Stap sastavljen od dvaju segmenata okrugloga poprecnog presjeka i optereéen
na uvijanje prema slici Z.1.4. valja izraCunati potencijalnu energiju deformiranosti Stapa ako je
zadano: [, =0,8m, /,=1,2m, M, =5kN-m, M,=15kN-m, d, =60mm, d, =80 mm,

G =80GPa.

Slika Z.1.5. Zadatak 1.5.
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1.3. SAVIJANJE

Pri savijanju silama (popre¢nom savijanju) u poprecnom presjeku Stapa javljaju se poprecna
sila 1 moment savijanja. Uzimaju¢i u obzir izraz (1.15), potencijalna energija deformiranosti

moze se racunati prema izrazu:

! M2 lk . 2
U=[-——dr+[= % g, (1.20)
)20 E T 124G

gdje je k, faktor smicanja ovisan o obliku poprecnog presjeka. Tako je za kruzni poprecni

presjek k., =1,1, a za pravokutni £, =1,2.

Kada se radi o relativno dugim Stapovima (duljina Stapa deset i viSe puta veca od najvece
dimenzije poprecnog presjeka), utjecaj poprecne sile na ukupnu energiju deformiranosti vrlo je
malen pa se moZe zanemariti. Izraz (1.20) tada prelazi u izraz:
I 2
M
U=[-—"—-dr. (1.21)
0

2:1,E

Primjer 1.6.

Jednostavni nosa¢ zadanoga pravokutnog poprecnog presjeka (b x &) opterecen je jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem ¢ (slika 1.11.). Potrebno je odrediti potencijalnu

energiju deformiranosti nosaca.

Zadano je: [=3m, g=24kN/m, b=6cm, h=12cm, E=210GPa, G=80GPa.

h

! >

Slika 1.11. Primjer 1.6. Jednostavni nosac s poprecnim presjekom
RjeSenje:

Izrazi za unutarnje sile glase:

Geometrijske karakteristike zadanoga pravokutnog poprecnog presjeka jesu:

3
A=60-120=7200 mm>, [ =M=8,64~106 mm?*,

d 12

14



dok je faktor smicanja za pravokutni poprecni presjek k, =1,2.

Dalje je prema izrazu (1.20):

I 22 ! 2
SRR PINESL PR CTIN
2-Iy-E A 2 2-4-G ¢\ 2
2 l 2 1/ 32
U=—1 ~I(lz-x2—2-l~x3+x4)-dx+ k.4 I l——l-x+x2 -dx,
8~Iy-E 5 2-4-G 0 4
2 5 15 45 2 303 43
U = 9 I__I_+Z_ _|_kz—q. Z__l_+l_ ,
8~Iy-E 3 2 5 2-4-G\4 2 3

2_5 A2 .73 2‘5 E-I
S A S S R S whd SR Wt 2y
240-1,-E 24-4-G  240-1 -E G- A

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti dobije se:

B 24%.3%.10" (12105 . 210-10°-8,64-10°
240-8,64-10°-210-10° * 80-10°-7,2-10%-3%-10° )’

U= 321429-(1 +0, 0042) =322779 N-mm =322,779 N-m.

Drugi ¢lan u zagradi predstavlja udio poprecne sile u ukupnoj potencijalnoj energiji

deformiranosti 1 on iznosi 0,4 %.

Za ovaj primjer udio poprecne sile moze se iskazati izrazom:

n
210-—
10-k_ - E'[y =10-1.2. 24 :2’625
z 2 ’ 2 2
G-A-1 80-h e [zj
2 h

te je za razlicite omjere //h dan u tablici 1.2.

Tablica 1.2. Udio popreéne sile u potencijalnoj energiji deformiranosti u ovisnosti o omjeru //h

I/h 3 4 5 10 15 20 25

2,625/(1/!1)2 292% | 164% | 10,5% | 2,6% | 1,2% | 1,7% 0,4 %

Iz tablice se moze zakljuciti da kod kratkih Stapova (l/ h <S5) popreéna sila treba biti uzeta u

obzir pri ratunanju potencijalne energije deformiranosti.

15



1.4. OKVIRNI NOSACI

Kod okvirnih nosaca u ravnini opcéenito se u poprecnom presjeku od unutarnjih sila javljaju:

- N —uzduZnasila

- Q. —poprecna sila duz lokalne osi z

- M, —moment savijanja u odnosu na lokalnu os y .

Izraz za potencijalnu energiju deformiranosti (1.15) u ovom slucaju prelazi u izraz:

l I
U:Zj N; .-dx+ZJ‘ kZQ.Z".-der j Y -dx. (1.22)
0 0 0

Za duge Stapove utjecaj je uzduzne i popreCne sile na ukupnu potencijalnu energiju
deformiranosti zanemariv pa izraz (1.22) postaje:

I '
U= j Y dx (1.23)
0 i

Primjer 1.7.

Okvirni nosac¢ kvadratnoga poprecnog presjeka (a x a ) opterecen je jednoliko raspodijeljenim
kontinuiranim optere¢enjem ¢ . Nosac je vezan za podlogu ukljestenjem u A (slika 1.12.).

Potrebno je odrediti potencijalnu energiju deformiranosti okvirnog nosaca zanemarujuci utjecaj
uzduznih 1 poprecnih sila.

Zadano je: [=3m, a=20mm, ¢=2kN/m, E=210GPa, /,=/, 1, =0,5-1.

Slika 1.12. Primjer 1.7. Okvirni nosac¢ s poprecnim presjekom

16



RjeSenje:

Aksijalni moment tromosti iznosi:

4 4
7= 22 13333 3 mm?
T2 12
pa je
Lo 5 ! —=1,7857-10"* 1 =
2-E-1, 2-210-10°-13333,3.10 N-m

Izrazi za momente savijanja po podru¢jima nosaca glase:

0<x<Ilm M,=-¢-0,5-0,25=-2-0,5-0,25=-0,25kN -m;;

2 2
0<x,<05m My=—q'(°’§‘x) =_2-(0,§—x) L (05-x)"

Potencijalna energija deformiranosti raunana prema izrazu (1.23) iznosi:

ﬁ -0,25) dx+0j505 x)’ -dx},

pri ¢emu je

0,5 0 0,5 055
[(0.5-x)" v 05-x=t -—dv=dr -[¢dt=[rtdi==
0 0,5 0 S

Dalje je

2-1 -FE

y

1 2, 0,5 ) | o 6
U= -110,25" + 5 -10° [=1,7857-1077-0,06875-10

U=12,28 N-m.

Zadatak 1.6. Linijski nosaC kvadratnoga poprecnog presjeka zadan je i opterecen prema slici
Z.1.4. Potrebno je izraCunati potencijalnu energiju deformiranosti Stapa.

Zadano je: F=20kN, M =8kN-m, /=0,8m, a=150mm, £=200GPa, [, =/,1,=2-1.

Slika Z.1.6. Zadatak 1.6.
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Zadatak 1.7. Za okvirni nosa¢ prema slici Z.1.7. potrebno je izracunati potencijalnu energiju

deformiranosti Stapa ako je zadano: £ =10kN, ¢=15kN/m, /=0,8m, /, =8,64-10° mm*,
E=69GPa, [, =1,1,=3-1,1,=1,, 1,=2-1,.

L

Slika Z.1.7. Zadatak 1.7.
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2. KOEFICIJENTI PODATNOSTI

Cvrsto deformabilno tijelo optereéeno je trima koncentriranim silama i koncentriranim
momentom kako je prikazano na slici 2.1. Sile koje djeluju na tijelo jesu poopcene sile; dakle,
poopcene sile prema slici 2.1. su tri koncentrirane sile, ali 1 koncentrirani moment. Poopcene
sile oznacene su oznakama Q,, O,, O; 1 O, . Punom linijjom prikazan je na istoj slici oblik tijela
prije djelovanja vanjskog opterecenja, a crtkanom linijom deformirani oblik tijela. Pri

deformiranju pojedine tocke tijela dobit ¢e odgovaraju¢e pomake. Projekcije ovih pomaka na

pravce poopcenih sila nazivaju se poopcenim pomacima. Poopéeni pomaci oznaceni su s

4> 49,- 95 14,4, a mogu biti kako pomaci u uzem smislu, tako 1 kutni zakreti.

O,

nedeformirano
tijelo

-------------
- LT
--------

~

pper il

~_ deformirano
tijelo

Slika 2.1. Poopcene sile i poopceni pomaci

Pri djelovanju sustava sila na linearno elasti¢no deformabilno tijelo moZe se primijeniti metoda
superpozicije po kojoj se ukupni poopcéeni pomak neke tocke moze dobiti zbrajanjem poopcéenih
pomaka iste tocke dobivenih zbog pojedina¢nog djelovanja svake od poopcenih sila. Poopceni
pomaci mogu se tada odrediti pomocu poopéenih sila prema sljede¢em izrazu:

4=/ O+ h O+ fi3 05+ fia Oy
G =1 Ot [ O+ fr3: 05+ fo4- 0Oy

5 (2.1)
4 =f O+ fi O+ f33: 05+ f34° 04
Q=S O+ O+ Ot Oy
odnosno u matri¢énom zapisu prema:
4 o S S ha| |9
4 S fo Suo ful| |
= . . 2.2
43 S fe S fu) |G 22
4, fo Jo fo fa 0,
Izraz (2.2) napisan na jednostavniji nacin glasi:
tap=[r1-{0} 2.3)
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Clan na lijevoj strani predstavlja vektor poopéenih pomaka; matrica na desnoj strani je
kvadratna matrica podatnosti, a drugi ¢lan na desnoj strani je vektor poopcéenih sila.

Clanovi kvadratne matrice podatnosti f.. sukoeficijenti podatnosti, pri ¢emu vrijedi jednakost:

1

fij = fji > (2.4)

Sto znaci da je matrica podatnosti simetri¢na matrica. Po definiciji koeficijent podatnosti f;

uvijek je pozitivan:
fi>0, (2.5)

dok koeficijent podatnosti fij moze biti pozitivan, negativan ili jednak nuli.

Koeficijent podatnosti fij je pripadni poopéeni pomak poopéene sile O, zbog jedini¢ne
poopcene sile Q;.

Izraz (2.4) predstavlja Maxwellov teorem (teorem o uzajamnosti poop¢enih pomaka), a dokaz
tog teorema moze se na¢iu [1].

Za zornije objasnjenje poopcenih sila i poopéenih pomaka mogu posluziti dva primjera.

Na slici 2.2. prikazan je linijski nosac optere¢en koncentriranim momentom u tocki 1 i dvjema
koncentriranim silama u tockama 2 i 3. Takoder je na istoj slici dana elastina linija s

odgovaraju¢im kutom zakreta elasti¢ne linije na mjestu 1 i pomacima — progibima toc¢aka 2 i 3.
Vektori poopcenih sila 1 poopéenih pomaka glase:

O M q, B

O r=1F ¢ %=1
0s F, qs w3

Slika 2.2. Poopcene sile i poopceni pomaci na linijskom nosacu

Slikom 2.3. prikazan je staticki neodredeni okvirni nosa¢ opterecen dvjema koncentriranim
silama i koncentriranim momentom te crtkanom linijom deformirani oblik tog nosaca.

Ovdje vektori poopcenih sila i poopéenih pomaka glase:

O F 9 W
O, p=1M¢, g, (=15
0Os F, qs Wy
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Slika 2.3. Poopcene sile i poopéeni pomaci na okvirnom nosacu

U nastavku objasnit ¢e se odredivanje ukupnih poopéenih pomaka deformiranog Stapa s
pomocu koeficijenata podatnosti, a za slucajeve aksijalnog opterecenja Stapa, opterecenja Stapa
na uvijanje te optereéenja Stapa na savijanje.

2.1. AKSIJALNO OPTERECENJE

Primjer 2.1.

Stap sastavljen od dvaju segmenata optereéen je koncentriranim silama prema slici 2.4. Valja
oznaciti poopcene sile 1 poopéene pomake te odrediti matricu podatnosti. Treba izracunati
uzduzne pomake toc¢aka 1 1 2 pomocu koeficijenata podatnosti.

Zadanoje: F, 1, A, Ete F=3-F,F,=F, [ =21,1,=1, 4 =154, A,=4, E =2-E,
E =E.

vy

TN -~ 5
\,1_/ ’ e KZ/ 9

l,

L

o

Y

Slika 2.4. Primjer 2.1.
RjeSenje:

Poopcene sile u matricnom zapisu jesu:

of={a)

a poopc¢eni pomaci u istom zapisu glase:
b U
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Poopceni pomaci mogu se dobiti prema matri¢noj jednadzbi (2.3):

la]=[r]-[2]-

Gornji izraz moZe se napisati prema (2.2) i na sljede¢i nacin:

- i
q, S fol |G .

Uzduzni pomaci tocaka 1 i 2 mogu se dobiti rjeSavanjem matri¢ne jednadzbe:

2z 216
u, Lo Sl B

Koeficijent podatnosti f;, predstavlja uzduzni pomak tocke 1 od jedini¢ne sile na mjestu 1 1
iznosi:

N, -l _ 1-2-/ _2 [

A-E 1,5-4-2-E 3 A-E’

f11 =A11 =

dok je koeficijent podatnosti f,, uzduzni pomak tocke 2 od jedini¢ne sile na mjestu 1 (slika

2.5.a12.5.b) odreden izrazom:

a)
F=1_
(D-——>—+2)
‘ . b
ook

Slika 2.5. Primjer 2.1.

Nyh  Nyely 120 00 _2 I

oy =AL+AL = = + =—- .
A4-E A -E, 1,5-4-2-E A-E 3 A-E

Na isti nacin je f,, uzduzni pomak tocke 2 od jedini¢ne sile na mjestu 2:

Nyeh  Nyly 120 145 1

for =AL+AL = = + =—- ,
A-E A,-E, 1,5-4-2-E A-E 3 A-E

a koeficijent podatnosti f,, uzduzni pomak tocke 1 od jedini¢ne sile na mjestu 2 (slika 2.6.a 1
2.6.b) odreden izrazom:

N o120 2

= Al = = =z,
Jo =4 A-E 1,5-A2-E 3 A-E
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) | F,=l
@D 27—
. b)
ﬁi .f 22

Slika 2.6. Primjer 2.1.

Moze se uociti jednakost izraza za f;, 1 f,, ¢ime je i potvrden Maxwellov teorem.

Matrica podatnosti glasi:

2.2 0

|3 4E 3 AE

T s

3 A.E 3 AE

Dalje je:

2. 2.1 8.1
| |3 AE 3 AE||3F|_|3 4E
wf |2 15 1 F | |11 F
3 4E 3 AE 3 4E

Za vrijednosti: F=10kN, /=0,5m, A=144mm’ i E =105 GPa uzduzni pomaci to¢aka 1
12 iznose:

, _8.10:10°-0,5-10°
"3 144.105-10°

=0,882 mm;

L _1110-10°-0,5-10°
'3 144105-10°

=1,213 mm.

2.2. UVIJANJE

Primjer 2.2.

Stap sastavljen od dvaju segmenata optereéen je na uvijanje prema slici 2.7. Potrebno je oznaéiti
poopcene sile 1 poopcene pomake te odrediti koeficijente podatnosti.

Treba izraCunati kutne zakrete presjeka 1 i 2 pomocu koeficijenata podatnosti ako je zadano:

M,I,I,GteM=3M,M,=M,1=1,2-1,1,=1,d=2-d,d,=d, G,=G,=G.

b p’
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o)
\L/

Slika 2.7. Primjer 2.2.

Rjesenje:

U ovom zadatku poopcene sile su koncentrirani momenti:

R

a poopc¢eni pomaci kutni zakreti poprecnih presjeka:

o=t

Poopéeni pomaci mogu se dobiti prema (2.2):

| _ S S . M,
o, S Sl (=M, .

Koeficijent podatnosti f;, predstavlja kutni zakret presjeka 1 od jedinicnog momenta na mjestu
11 iznosi:
Mtl.ll_ 1'1,2'1 _ 3 l

S = = =0T
[,-G 16:1,-G 40 I -G

dok je koeficijent podatnosti f,, kutni zakret presjeka 2 od jediniénog momenta na mjestu 1

(slika 2.8.a, 2.8.b 1 2.8.c¢) odreden izrazom:

a)
1
& 11
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr E D
VM]:I 1I
1

Slika 2.8. Primjer 2.2.
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Myl Myl 1120 01 3 |
fou = + = + P
1,-G 1,G 161G -G 40 I -G

Na isti nac¢in je f,, kutni zakret presjeka 2 od jedinicnog momenta na mjestu 2:

UMb Myl V120 143

S et T G 6l C TG 0 T.C
" - 1.G 1 .

a koeficijent podatnosti f;, kutni zakret presjeka 1 od jedinicnog momenta na mjestu 2 (slika

2.9.a,2.9.b12.9.c) odreden izrazom:

a) b) ¢)
A I-1 . I1-11
P
_________________________________________ 1\({2 i
V= \k
I 11

Slika 2.9. Primjer 2.2.

Myl 11,20 3 ]
O 1,-G 16:1,-G 40 -G

Ukupni kutni zakreti presjeka 11 2 sada su:

3L 3 b 3 M

{Oﬁ} 40 1,-G 40 I,-G .{3~M}: 20 1,-G
7

131 43

a, o as> 7
40 1,-G 40 1,-G 01,-G

Za vrijednosti: M =6kN-m, /=0,4m, G =80GPa te promjere segmenata d, =160 mm 1

d, =80 mm za koje su polarni momenti tromosti:

J _x-d}  7-80°

=4,021-10° mm*,
L o) 32

7-80*
32

I,=16-1, = =64,336-10° mm*,

kutni zakreti presjeka 1 i 2 iznose:

_ 3 6:10°-0,4:10°
20 4,021-10°-80-10°

=0,00112rad;

a

sz—

6 3
7SI 0410 00634 rad.
20 4,021-10°-80-10
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2.3. SAVIJANJE

Primjer 2.3.

Za konzolu zadanu i optere¢enu prema slici 2.10. valja oznaciti poopcene sile i poopcene
pomake te odrediti koeficijente podatnosti. Treba izracunati progib tocke 1 i nagib tocke 2
pomocu koeficijenata podatnosti.

Zadano je: F', [, 1, Ete M=F-I.

Slika 2.10. Primjer 2.3.

Rjesenje:

Poopcene sile su:

tof =l

a poopceni pomaci:

=1t

Poopc¢eni pomaci mogu se dobiti prema:

AL
ﬂZ jfZl f‘22 M .

Koeficijent podatnosti f;, predstavlja progib tocke 1 od jedini¢ne sile na mjestu 1 f;, = w(l ) ,

a koeficijent podatnosti f,, je kut zakreta elasti¢ne linije na mjestu2 f,, = (21 ) =p (l ) nagib
(slika 2.11.).

Slika 2.11. Primjer 2.3.

Ovaj koeficijent podatnosti moze se dobiti rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe savijanja
elasticne linije kako slijedi:
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d*w M,

= , M, =-1-(I-x),
dx? E-I, 7 (1=x)
d’w 1

o 51, U

2 3
L S . S S SR |
EI, 2 6

Konstante integracije C, i C, mogu se dobiti iz rubnih uvjeta:

w(0)=w, =0 i ﬁ(O)zﬂAz—%(O) teiznose C,=0i C,=0.
Sada je
1 2 x3
vt [122)
E-I, 6
paje
S =w(l)=—- Ly —p()=—1)=-L. r
" 3 E1, 77 dx 2 E-I,

Na isti nacin je f,, nagib toCke 2 od jediniénog momenta na mjestu 2, a koeficijent podatnosti

/1, progib tocke 1 od jedinicnog momenta na mjestu 2 (slika 2.12.).

Ovi koeficijenti podatnosti mogu se dobiti rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe savijanja

elasticne linije kako slijedi:

2 M
d_‘;v:_ . ’ M :17
& E-I,
2
d_V;:L.(_l),
dx E-1
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E-I,

2
w=;-[—x—+q -x+C2J.
2

Konstante integracije C, i C, dobivene su prema rubnim uvjetima:

W(0)=WA=0 i ﬁ(O):ﬂA=—%(O) teiznose C, =01 C, =0.
Sada su
2
ﬂ:_d_wz al , W=-— al s
dx E Iy 2-F Iy
aza x=2-1je
2./
=B(2:1)=——,
fo=PR1)=5
odnosno za x =/
2
=w(l)=-

Prema Maxwellovu teoremu je f,, = f,,, Sto se vidi 1 iz dobivenih izraza:

12

2-E-1,

Jou=Sn=-

Poopceni pomaci, progib tocke 1 i nagib tocke 2 mogu se sada dobiti kako slijedi:

LS
{wl}: 3 EI, 2 E-, {F}
PIL L, L
| 2 EI, T E-, |
_LED
{Wl}: 6 E-I,
b} |3 F.I
2 E-,

Zavrijednosti F =8 kN, /=0,6 m, E =210 GPa te pravokutni popre¢ni presjek dimenzija 40

x 80 mm za koji je aksijalni moment tromosti:
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3 3
I th 24080

=1,707-10° mm*,
7 12 12

progib tocke 1 i nagib tocke 2 iznose:

L PP 1 810°-(0.6:10°)
N = —_—" 3 6 :_0,804mm;
6 E-I, 6 210-10°-1,707-10

le_

2
3 p.2 3 8:10°-(0,6:10°)
2 E-I, 2 210-10°-1,707-10°

Zadatak 2.1. Za aksijalno optereceni Stap prema slici Z.2.1. valja oznaciti poopcene sile 1

B, =0,01205 rad..

poopcene pomake te odrediti koeficijente podatnosti. Treba izraCunati uzduzne pomake toc¢aka
1, 2 1 3 pomocu koeficijenata podatnosti.

Zadanoje: F,1, A, Ete F=2-F, F,=F, F,=3-F, [ =1,1,=21,1,=1.

Slika Z.2.1. Zadatak 2.1.
Zadatak 2.2.

Za Stap opterecen na uvijanje prema slici Z.2.2. potrebno je oznaciti poopcene sile 1 poopcene
pomake te odrediti koeficijente podatnosti. Treba izracunati kutne zakrete presjeka 112 pomocu
koeficijenata podatnosti.

Zadano je: M , [, I,,GteM=3M,M,=M, L=12-1,1=I.

Slika Z.2.2. Zadatak 2.2.
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Zadatak 2.3.

Za konzolu zadanu 1 optereCenu prema slici Z.2.3. valja oznaciti poopéene sile i poopcene
pomake te odrediti koeficijente podatnosti. Treba izracunati progib tocke 1 i nagib tocke 2

pomocu koeficijenata podatnosti.

Zadano je: F, [, Iy, EteM=2-F-1,=1,1,=2-1.

Slika Z.2.3. Zadatak 2.3.
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3. CASTIGLIANOVI TEOREMI

U prethodnom poglavlju obradeni su koeficijenti podatnosti (utjecajni koeficijenti) te je
pokazan jedan nacin odredivanja tih koeficijenata. Takoder su pomocu koeficijenata podatnosti,
odnosno matrice podatnosti izraunavani ukupni poop¢eni pomaci. Koeficijenti podatnosti kao
i ukupni poopéeni pomaci mogu se izracunavati i na drugi nacin primjenom drugoga
Castiglianova teorema.

U ovom poglavlju navest ¢e se prvi i drugi Castiglianov teorem bez izvodenja [1], [2] 1 [3].

Prvi Castiglianov teorem glasi:

U

Qi_a_qia

(3.1)

tj. ako je konstrukcija linearno-elasticna (materijal konstrukcije takoder je linearno-elastican),

onda je parcijalna derivacija potencijalne energije deformiranosti po bilo kojem poopcenom

pomaku g; jednaka poopcenoj sili Q, koja djeluje u pravcu i smjeru toga pomaka.

Drugi Castiglianov teorem glasi:
_u
aQI ’

tj. ako je deformabilno tijelo linearno-elasticno, onda je parcijalna derivacija potencijalne

q; (3.2)

energije deformiranosti po bilo kojoj poopcenoj sili Q, jednaka odgovarajucem poopcenom

pomaku ;.

Ovaj teorem prvi je izveo talijanski inzenjer A/berto Castigliano (1847. — 1884.) godine 1873.
te odatle 1 naziv drugi Castiglianov teorem.

Ako je poopcena sila, sila u uzem smislu rijeci, onda poopéeni pomak ima smisao linearnog
pomaka u pravcu djelovanja sile. Ako poopéena sila ima smisao sprega sila, poopéeni pomak
bit ¢e kutni pomak oko osi oko koje djeluje spreg sila.

Izuzetno je znacenje drugoga Castiglianova teorema u teoriji konstrukcija. Poznavajuéi izraz
za potencijalnu energiju deformiranosti u nekoj konstrukciji, navedeni teorem omogucuje
izraCunavanje bilo linearnog bilo kutnog pomaka bilo koje tocke konstrukcije u bilo kojem
smjeru.

U primjerima koji slijede objasnit ¢e se primjena drugoga Castiglianova teorema pri
odredivanju linearnih pomaka za aksijalno optereéene Stapove, primjena navedenog teorema u
odredivanju horizontalnih i vertikalnih pomaka ¢vorova ravninskih reSetkastih nosaca, kutnih
zakreta popreCnih presjeka Stapova optereCenih na uvijanje te progiba i nagiba linijskih i
okvirnih nosaca.
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Takoder, drugi Castiglianov teorem omogucuje i rjeSavanje staticki neodredenih zadataka, Sto
¢e biti pokazano na nekoliko primjera za slucaj aksijalno optereCenog Stapa te Stapa

optere¢enoga na uvijanje i savijanje.

3.1. STATICKI ODREPENI ZADATCI

3.1.1. Aksijalno opterecenje
Primjer 3.1.

Jednostavna reSetkasta konstrukcija opterecena je koncentriranom silom iznosa F u ¢voru C
kako je prikazano na slici 3.1. Primjenom drugoga Castiglianova teorema valja odrediti
horizontalni 1 vertikalni pomak ¢vora C.

Zadanoje: F', 1, A, E.

o

Slika 3.1. Primjer 3.1.
Rjesenje:
Prema drugome Castiglianovu teoremu (3.2) poopceni pomak neke tocke moze se dobiti kao

_w
00,

tj. parcijalna derivacija energije deformiranosti po poopcenoj sili jednaka je poopéenom

q;

pomaku koji odgovara toj poopcenoj sili.

Pri aksijalnom optere¢enju energija elasticne deformiranosti raCuna se prema:

n 2._
U= Ni lz

i=12'147"Ei’

pa se bilo koji poopceni pomak moze dobiti pomocu izraza:
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U &gt & Q
qi_an‘_IZ—l: 2’Ai'Ei _zzl

Budu¢i da za horizontalni pomak ¢vora C ne postoji odgovarajuca poopcena sila, potrebno je u

¢voru C dodati fiktivnu silu F, kako je prikazano na slici 3.2.

o

e
F
Slika 3.2. Primjer 3.1.
TraZeni pomaci mogu se sada dobiti prema:
_ou 1 3 ou 1 23: 0N,
" oF, A4E oF, OF A-E & ' oF "'
s obzirom na to da svi Stapovi imaju istu aksijalnu krutost 4-E .

Ako se vrijednosti ovih pomaka dobiju kao pozitivne, pomaci su u smjeru odgovarajucih
poopéenih sila.

Uzduzne sile N, u Stapovima mogu se dobiti metodom ¢vorova na nacin opisan u poglavlju o

1

unutarnjim silama. Iznosi uzduznih sila N, u ovisnosti o silama F i F,, kao i njihove

parcijalne derivacije te duljine Stapova, dane su u tablici 3.1. Nakon $to se izraCunaju parcijalne

derivacije, moZe se uzetidaje £, =0.

Tablica 3.1. Uzduzne sile u Stapovima i1 njihove parcijalne derivacije

Stap N, % % N, uz F, =0 [,
I | -F+F, 1 -1 -F
2 -F 0 -1 -F [
3 J2-F 0 V2 J2-F V21
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Dalje je:

he :L.(_F.1.1_F.0.1+\/§.F.\/§.1.0>:_F_'l,
A-E -E

po= [—F-(—l)-l—F-(—1)~l+x/§~F~x/5~l-l}=(2+2-\/§)

¢ AE AE

Za vrijednosti F=10kN, /=1m, A=100mm’ i E =210 GPa traZeni pomaci iznose:

10-10°-1-10° 10-10°-1-10°

he =———————==-0,476 mm; v, =4,828- T =2,299 mm.
100-210-10

©100-210-10°
Horizontalni pomak tocke C suprotnog je smjera od smjera dodane fiktivne sile F,, dok je
vertikalni pomak tocke C istog smjera kao i smjer zadane sile F .
Primjer 3.2.

Za reSetkastu konstrukciju zadanu 1 optere¢enu prema slici 3.3. potrebno je primjenom drugoga
Castiglianova teorema odrediti horizontalni pomak ¢vora C 1 vertikalni pomak ¢vora D.

Zadanoje: F,1, A, E.

ZFI

Slika 3.3. Primjer 3.2.

RjeSenje:
Uvjet za primjenu drugoga Castiglianova teorema jest oznacivanje sile u ¢voru Cs F;, asileu

¢voru D s F,, kako je to prikazano na slici 3.4.

Sada se trazeni pomaci mogu dobiti prema:

3 3
hCza_U=L.ZNi'%'li’ VD=8_U:L'ZNZ“%'I[-
aFi AE i=1 aF; an AE i=1 aF

Iz uvjeta ravnoteze postavljenih za resetku kao ravninsku konstrukciju mogu se dobiti reakcije

oslonaca u funkciji sila F; 1 F, koje iznose:
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1 1
F,=-F FAy:_E'E"'E'an Fy =

Metodom ¢vorova odreduju se sile u svim Stapovima reSetkastog nosaca takoder u funkciji sila

F 1 F,. Ove sile, kao 1 njihove potrebne parcijalne derivacije te duljine Stapova, prikazane su
u tablici 3.2.
P

A _x_ _R_B
Fj ke

Slika 3.4. Primjer 3.2.

Tablica 3.2. Uzduzne sile u Stapovima, njihove parcijalne derivacije i duljine Stapova

& N ON, ON, N, uz l
a i A A i
P oF, oF, F=F,F=2F
V| Lele | L] 3p !
2 2 2 2 2
A Ep l
2 2 2 2 2
3 QE_QFZ Q _ﬁ _Q.F V2.1
2 2 2 2 2
4 F, 0 1 2-F [
s || | A s, | g,
2 2 2 2 2

h :L.[E.F%.H%.F.l.l_ﬁ. \/; 2. 042-F-0-1-

_3"/5.17._\2/5.\/5.1)’

2
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VDZL.(E.F%H;F.;HL 2 Baiarais

+_3'\/§-F-_\2/§-\/§-lj,

2
( +2-42 J F—
A-E’
Za vrijednosti zadanih veli¢ina

F=5kN, /=1,5m, A=64mm” i E=210GPa

trazeni pomaci iznose:

3 3
he =2,914- 2320 1310y 606 i,
64-210-10
3 3
v =6,328- 220 LMY 5 s,
64-210-10

3.1.2. Uvijanje
Primjer 3.3.

Stap okrugloga popreénog presjeka opterecen je trima koncentriranim momentima (slika 3.5.).
Valja odrediti kutni zakret presjeka C primjenom drugoga Castiglianova teorema.

Zadanoje: I, =1,1,=0,75-1,1,=0,5-1,1,=2-1,d,=d, D,=2-d, d,=1,6-d, d,=1,4-d ,
M, =M, M,=3-M, M,=3,5-M, G=80GPa.

M
i {r 3 T
d d
- 2*& - et
| i
Y \ )
/ oA
o o My

Slika 3.5. Primjer 3.3.

Rjesenje:
Budu¢i da u C nema poopcene sile koja odgovara poopé¢enom pomaku, potrebno je u C dodati

fiktivni moment M , koji je poopCena sila za trazeni kutni zakret & (slika 3.6.).
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N N
T f
- M 1 \ \\
M, "M 3
- 11 > !2 | = 13 - !4 -

Slika 3.6. Primjer 3.3.

Kutni zakret presjeka C sada je:

aAlti l

8U 4 ti 6M i
ao= =y
M, & G,

Momenti uvijanja po podrucjima nosaca i odgovarajuée parcijalne derivacije jesu:

- L podrucje: 0<x<|

M,=-M =-M, oM,y =0;
oM ,
- II. podrucje: 1 <x<1,75-1
M,=-M+M,=-M+3-M=2-M, oM,y =0;
oM ,
- III. podrucje: 1,75-1 <x<2,25-1
oM ,
My=-M+M,~M,=-M+3-M~-M,=2-M-M,, =—1;
‘ oM ,

- IV. podrucje: 2,25-1<x<4,25-1
My =-M,+M,~M, +M,=-M +3-M -M , -3,5-M =-1,5-M - M,

oM,
oM,

Sada je trazeni kutni zakret:

o2V (a1 (oM
oM, G-I, oM, °) G-I, oM,

gdje su polarni momenti tromosti poprecnih presjeka drugog i tre¢eg segmenta Stapa:

;o 7D} _ﬂ-d; =7r-(2-d)4 _7r-(1,6-d)4

, =0,9274-d*
2T 3R 32
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7(L4-d)'

R =0,3771-d*.
Dalje je:
1
= 12-M-(-1)-0,5-1 =L5-M-(-1)-21
ac= g (2 M) 03] (5 M (2]
-M-l 3M:_ M 3ML_ o gq7y Mo

d

. = = 4+ 7
G1,, G-I, G-0,9274-d° G-0,3771-d

Za vrijednosti zadanih veli¢ina M =6 kN-m, /[ =0,4m, d =50 mm i G =80 GPa trazeni
kutni zakret jest:
M-I 6-10°-0,4-10°

@ =6,8772:——=6,8772- =

b

a.=0,0330rad .

3.1.3. Savijanje

Primjer 3.4.

Za linijski nosa¢ zadan i opterecen prema slici 3.7. valja odrediti progib tocke C i kut zakreta
elasti¢ne linije (nagib) u D primjenom drugoga Castiglianova teorema.

Zadano je: F', I, Iy, E.

Slika 3.7. Primjer 3.4.

RjeSenje:
Kako u C i D nema poopcenih sila koje odgovaraju trazenim poop¢enim pomacima (progib u
C i nagib u D), potrebno je najprije u C dodati fiktivnu silu #,, a u D fiktivni moment M ,,

kao Sto je prikazano na slici 3.8.

Age Cl Dbe g8

Slika 3.8. Primjer 3.4.

Progib u C 1 nagib u D racunaju se prema:
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oM, oM,

oU X M oF ouU & T oM,
vesgp =Xl A== :
a f i=1 0 E.[yi aMf i=1 E.Iyi

Momenti savijanja po podru¢jima nosaca i odgovarajuce parcijalne derivacije jesu:

- L podrucje: 0<x <]

2 1 1
M, =F, x=—F -x+—- —L . x+=-F-.x,
3 3
oM oM
yl:% X, yl:L.x’ Mlzl.F.x
oF, 3 oM, 31 T3

- II. podrucdje: [ <x<2-1

2 1 M,

Myz:FA-x—Ff-(x—l)zg-Ff-x+§-T-x+§-F-x—Ff-x+Ff-l,
1 1 M 1
M,=— f-x+—-—f-x+—-F-x+Ff-l;
| 3 - 3 1 3 '
oM oM
'sz—l x+1, yz:ix, M ,=—F-x;
oF, 3 oM, 31 3
- 11 podrucje: 2-1<x<3-1
My3=FA-x—F/-'(x—l)—Mf—F-(x—2-l);
2 1 M, 1
M =—F x+-——x+-F-x—F x+F[-M,-F-x+2-F-l
oM 1 oM | 1
y3:——-x+l; ﬂz—-x—l; M3:—£-F-x+2-F-l.
OF, 3 oM, 3-1 ! 3
UvrsStavanjem gornjih izraza u
1 [ oM 4 oM 3} oM
We = ——- jMyl-—y‘.deMyz- yz-dx+jMy3- 2 dx
E-I, OF, f OF, 5 OF,
1 y oM | A oM A oM
f,=——- IMyl' y1~dx+'[My2~—y2-dx+IMy3‘ . dx
E-1, 4 oM , f oM , 5 oM ,
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moze se dobiti:

F-I?
E-I,

1ET
18 E-I

y

WC =

2
; ﬂD :g'

Za vrijednosti F=10kN, /=1m, E=210GPa i pravokutni poprecni presjek nosaca

dimenzija 40 x 80 mm kojemu je aksijalni moment tromosti /, =1,707- 10° mm* progib i nagib

1znose:
7 10:10°-(110°)
We=—" ; ==10,85mm;
18 210-10°-1,707-10
2
10-10°-(1-10°
2 : (110°) _=0,0062 rad.
9 210-10°-1,707-10
Primjer 3.5.

Primjenom drugoga Castiglianova teorema valja odrediti nagib u A i progib u C za linijski

nosac zadan 1 optere¢en prema slici 3.9. Zadano je: ¢, /, Iy, E, [ =1,1,=2-].

Slika 3.9. Primjer 3.5.

Rjesenje:

U A i C nema poopcenih sila koje odgovaraju trazenim poopcenim pomacima (nagib u A i
progib u C) pa je potrebno u A dodati fiktivni momentM ,, a u C fiktivnu silu F , kao Sto je
prikazano na slici 3.10.

| 7 9

M(%H"lc”'”'"m )

Slika 3.10. Primjer 3.5.

Nagib u A i progib u C racunaju se prema:

oM , oM,
2 L oM 2 b R

ﬁA: ou :ZJ. ! 5 WC_6U: J. / dx
6 f i=1 0 E ]yl 6 f i=1 0 E.Iyi

Momenti savijanja po podru¢jima nosaca i odgovarajuce parcijalne derivacije jesu:
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- I podrucje: 0< x <1,

Iy _q‘x_z_ oM, . oM, __q.x_z
vl 2 /o aMf > 8Ff > »1 9
- II. podrucje: I, < x <1, +1,
2 2
X oM, M, x
Moamoa g oMo bemb) Gy =7 G = Mammey

Uvrstavanjem gornjih izrazauz /, =/ i1 [, =21 uizraze:

1 4 GM L+, 8M
:BA:—‘ J.Myl‘ yl-dx+J‘My2. 2 dx i
E-[y 0 ﬁMf 7 aMf
/ I+l
‘ oM e oM
WC:;' IM},I-—yl-dx+ J' Myz' y2.dx
BI o or o
moze se dobiti:
9 N
ﬂA:_.q s
2 E-I
Yy
3/ 2 3 4 4
PR Y . 7 O A B P EE A Y.L
E-Iy f 2 2 E-Iy 3 4 4
_17 4
¢ 3 E.I

Za vrijednosti ¢ =8kN/m, /=0,6 m, E=210GPa i pravokutni poprecni presjek nosaca

dimenzija 60 x 100 mm kojemu je aksijalni moment tromosti /, =5- 10° mm* nagib i progib

iznose:
3
8-(0,6-10°
2 ( : )6:0,0074rad;
2 210-10°-5-10
17 8(0,610°)
We =—" 3 —==35,6 mm.
3 210-10°-5-10
Primjer 3.6.

Okvirni nosa¢ zadan je i opterecen prema slici 3.11. Primjenom drugoga Castiglianova teorema

treba odrediti nagib u A 1 progib u B.

Zadanoje: g, 1, E, I, F=3-q-1,]=1,1,=3-1.
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F L

Y

Slika 3.11. Primjer 3.6.
RjeSenje:
Potrebno je najprije u A i B dodati odgovarajuce poopcene sile fiktivni moment M , 1 fiktivou
silu /', koje odgovaraju trazenim poop¢enim pomacima (nagib u A i progib u B), kao §to je
prikazano na slici 3.12.

Nagib u A i progib u B racunaju se prema:

aMy,. ﬁMyl
aU 2 ! Vi aM 8U 2 yi aF
By = :ZI Edys WB:_=ZI e dr
0 P E-[yl 0 =y E-]yl.
i i

Slika 3.12. Primjer 3.6.
Momenti savijanja po podru¢jima nosaca i odgovarajuce parcijalne derivacije jesu:

- L podrucje: 0<x <]

_ — . —_— aMyl_— aMyl_ = — . = — . . .
M, =-F-x-M,, =-1, =0, M, =-F-x=-3-q-1-x
g LM, OF, !
- 1I. podrucje: 0 < x<3-1
2 oM oM
My,=-F1-M,~-q-—~F,x, 67y2_ , aFﬂ:—X,
S A
x2
2
M,==3q1 —f]'?
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Dalje je:

1 1 3/ x2 ql3
=— | |=3.g-1-x-(=1)-dx 3eg-I>—g-Z—1-(=1)-dx |=15-
L o

y

)

1% x? 189 ¢-/*
- . -3. _12_ | (=x)-dx=—-. .
E-I ( ¢ 2j( ) 8 E-I

y y

WB =

(=}

Za vrijednosti ¢ =4kN/m, /=0,8m, E=210GPa i kvadratni popre¢ni presjek nosaca
dimenzija 90 x 90 mm kojemu je aksijalni moment tromosti /, = 5,468-10° mm” nagib i

progib iznose:

0P 4-(0,8:10°)
B, =15-—=15. ; ==0,0268 rad,
E-1, 210-10°-5,468-10
4
4.(0,8-10°
_189 ( ) ~33,7mm.

B8 210-10°-5,468-10°

Zadatak 3.1. Za resSetkastu konstrukciju zadanu i optere¢enu prema slici Z.3.1. potrebno je
primjenom drugoga Castiglianova teorema izracunati horizontalni pomak ¢vora C i vertikalni

pomak ¢vora E. Zadano: F, =10kN, F, =20kN, /=2,5m, A=144mm’, £ =210 GPa.

Ibo O >

Slika Z.3.1. Zadatak 3.1.

Zadatak 3.2. ReSetkasta konstrukcija zadana je i optere¢ena prema slici Z.3.2. Valja izracunati
pomocu drugoga Castiglianova teorema vertikalni pomak ¢vora D izrazen preko zadanih
veli¢ina F,/, A1 E.

Navedeni pomak potrebno je izraCunati u milimetrima ako su ulazne veli¢ine zadane kako
slijedi: F=25kN, /=3m, 4=900 mm®, E=210GPa.
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] [
Slika Z.3.2. Zadatak 3.2.

Zadatak 3.3. Za Stap zadan 1 optereen na uvijanje prema slici Z.3.3. potrebno je odrediti

pomocu drugoga Castiglianova teorema kutni zakret presjeka B. Zadano je: M, =30kN-m,

M,=45kNm, [, =0,8m, /,=0,8m, /, =0,8m, d =160 mm, G=80GPa.

Slika Z.3.3. Zadatak 3.3.

Zadatak 3.4. Za linijski nosa¢ zadan i opterec¢enu prema slici Z.3.4. valja primjenom drugoga
Castiglianova teorema odrediti progib i nagib u A te progib u B. Zadano je: F=15kN,

M =10kN-m, [=0,6m, /,=8,6-10°mm*, E=210GPa, [, =2-1, I, =1.
F

A

Py
1=~

- -
T ==l

Slika Z.3.4. Zadatak 3.4.

Zadatak 3.5. Okvirni nosa¢ zadan je i optere¢en prema slici Z.3.5. Valja odrediti primjenom
drugoga Castiglianova teorema vertikalni pomak tocke A 1 kutni zakret u B.

Zadano je: F=12kN, M =8kN-m, /=1,2m, [ =12,96-10°mm*, E=69GPa, [ =/,
L=21,1=1,,1,=21.
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Slika Z.3.5. Zadatak 3.5.

3.2. STATICKI NEODREDENI ZADATCI

3.2.1. Aksijalno opterecenje
Primjer 3.7.

Konstrukcija sastavljena od triju Stapova zadana je i opterecena prema slici 3.13. Primjenom
drugoga Castiglianova teorema treba odrediti sile u Stapovima.

Zadanoje: F, h, A, E, a.
B

Slika 3.13. Primjer 3.7.

RjeSenje:
Zadatak je jedanput staticki neodreden pa je uz uvjete ravnoteze potrebno napisati dodatnu

jednadzbu. Ekvivalentna osnovna konstrukcija moze se dobiti uklanjanjem jedne suvisne veze,

a jedna od moguénosti prikazana je na slici 3.14.
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1 2 3
Calla
A
F

Slika 3.14. Primjer 3.7.

Dodatna jednadzba moze se napisati u obliku:

3
== 1 'ZNI"LW:O-
oF, A-E 1 oF;,

5 _0U

Iz uvjeta ravnoteze dobije se:

F,=F,; F.=F-2-F,-cosa,

pa su uzduzne sile u Stapovima i odgovarajuce parcijalne derivacije:

N =F,=F,, %zl; N,=F.=F-2-F,-cosa; on,
oF, oF,
N, =F, My,
oF,
Dalje je:
1 N
§D:_. Nl'%'ll-i_Nz'%'é-i_NS'&'% =
AE " oF, oF, oF,
odnosno
F,-1 L +(F-2-F,-cosa)-(-2-cosa)-h+F,-1-
cosa
cos’ o

=0 O
1+2-cos’ a

Uzduzne sile u Stapovima sada su:

D

0

b

h
cosa

-0,

-2-cosa;
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2
cos” a
Fy Ny=—L .F.

N, =N. = —-
1+2-cos’ &

3 =T~ 3
1+2-cos’ a
Ako se uzmu vrijednosti F =5kN, a =30°, uzduzne sile iznose:

2 o
=L?0.5:1,631kN; M= e
1+2-cos’30 1+2-cos’ 30°

1 3

.5=2,175kN..

Primjer 3.8.

Stap sastavljen od dvaju segmenata opterecen je koncentriranom silom F prema slici 3.15.
Valja odrediti reakcijske sile u A 1 C primjenom drugoga Castiglianova teorema.

Zadanoje: A =A, A,=1,5-4,1=2-1,1,=1, E=2-E, E,=E, F.

AE,
AE, “"

Slika 3.15. Primjer 3.8.

RjeSenje:

Zadatak je jedanput staticki neodreden pa je uz uvjete ravnoteze potrebno napisati dodatnu
jednadzbu. Ekvivalentna osnovna konstrukcija moZze se dobiti uklanjanjem jedne suviSne veze,
kao Sto je prikazano na slici 3.16.

Slika 3.16. Primjer 3.8.

Dodatna jednadzba moze se napisati u obliku:

[,=0.

uC: = Nl i
A-E ' OF,

oU & 1 oN,
oF. 5

Uzduzne sile 1 odgovarajuce parcijalne derivacije su:

N=F-F., Sl=-li Ny=-F: S2=-1
oF oF,
Dalje je:
U, = ! N, oN, L+ ! N, oN, L,=0
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A-;-E'(F_FC).(_I)Q.I+1,5-ﬁ.(_FC)'(_1)'l:O'

Iz gornje jednadZbe moze se dobiti uz F =15kN:

Fo=2.F=F =2.15=9kN,
5 5

a iz uvjeta ravnoteze:

F,=F-F.=15-9=6kN.

3.2.2. Uvijanje
Primjer 3.9.

Stap okruglog presjeka sastavljen od dvaju segmenata vezan je za podlogu na svojim krajevima
te opterecen koncentriranim momentom iznosa M prema slici 3.17. Valja odrediti reakcijske
momente u A 1C. Zadano je: [, =/, [, =1,5-1,d, =d,d,=1,4-d, M, G,=G,=G.

M
{
v d
A B —— 2 C
d,
¥
\Dr—

Slika 3.17. Primjer 3.9.
RjeSenje:
Budu¢i da je zadatak jedanput staticki neodreden, uz uvjet ravnoteze potrebno je napisati i

dodatnu jednadzbu. Ekvivalentna osnovna konstrukcija moZe se dobiti uklanjanjem jedne
suvisne veze, kao §to je prikazano na slici 3.18., pa u skladu s tim dodatna jednadzba glasi:

0 2 M .
ac=a]5 "2 1G 'M”"ZM“'Z":O'
I I C
/\M ¥ il
)
. y
Al ] B! 4 | C
vdl
e Y
/ (e

Slika 3.18. Primjer 3.9.

Momenti uvijanja i odgovarajuce parcijalne derivacije iznose:
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oM oM
M,=M.-M, =1, M,=M_.; 2 =1,
oM . oM .
Dalje je:
1 oM 1 oM
ac = M ]+ M, —*:1,=0,
L,-G oM . l,-G, oM .
1 1
——(M.-M)-1-1+ M (1:1,5-1=0.
l,-G 0

Iz gornje jednadzbe moze se dobitiuz M =20 kN -m:
M.=0,719-M =0,719-20=14,38 kN -m,
a iz uvjeta ravnoteze:

M,=M-M.=20-14,38=5,62kN -m.

3.2.3. Savijanje
Primjer 3.10.
Za linijski nosa¢ zadan i opterecen prema slici 3.19. potrebno je odrediti reakcije veza.

Zadano: [, q.

[

Y

Slika 3.19. Primjer 3.10.
RjeSenje:
Zadatak je jedanput staticki neodreden te je uz uvjete ravnoteze potrebno napisati i jednu

dodatnu jednadzbu. Ekvivalentni konzolni nosa¢ moze se dobiti uklanjanjem jedne suviSne
veze, kao Sto je prikazano na slici 3.20., pa u skladu s tim dodatna jednadzba glasi:

szsgzlyL_EiMy-?éy-dx:o.
Franarsnansnanif

Slika 3.20. Primjer 3.10.
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Moment savijanja i odgovarajuéa parcijalna derivacija glase:

(I-x) oM,
2 OF,

M :FB-(l—x)—q-

y

Dalje je:

O e~

(1=x) 3
) —
[FB(lx) qT]—O' FBzgql

Iz uvjeta ravnoteze mogu se dobiti preostale reakcije:

5 1
FA =§'Q'l, MA =—§'q'lz.

Primjer 3.11.

Za linijski nosa€ na trima osloncima opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim
optereenjem potrebno je primjenom drugoga Castiglianova teorema izracunati reakcije

oslonaca. Zadano: /, q.

Slika 3.21. Primjer 3.11.

RjeSenje:
Zadatak je jedanput staticki neodreden te je uz uvjete ravnoteze potrebno napisati i jednu
dodatnu jednadzbu. Ekvivalentna osnovna konstrukcija moZe se dobiti uklanjanjem jedne

suvisne veze, kao $to je prikazano na slici 3.22., pa u skladu s tim i vodec¢i racuna o simetriji
dodatna jednadzba glasi:

Lo oM
sza—Uzz- L-IM ——2.dx |=0.
OF, [-E 4’ 0F,

.

Slika 3.22. Primjer 3.11.

50



Moment savijanja i odgovarajucéa parcijalna derivacija glase:

x? 1 x?
My :FA.x_q.T: ql_EFB .x_q.y,

oM

y

x
oF, 2

Dakle, funkciju momenta savijanja trebalo je najprije izraziti preko vanjskog opterecenja i

nepoznate reakcije Fy, pa tek nakon toga traziti parcijalnu derivaciju po nepoznatoj sili Fj.

Dalje je:

[S) ———
1
VR

<

~

|

I

e
N—

=

[

<
N|><N
L 1

|
N | =
N—

Il

o

Primjer 3.12.

Za okvirni nosa¢ zadan i optere¢en prema slici 3.23 potrebno je primjenom drugoga
Castiglianova teorema izracunati reakcije oslonaca.

Zadano: ¢, [, I,,E,[=21,1=I.

Slika 3.23. Primjer 3.12.

Rjesenje:
Zadatak je jedanput staticki neodreden te je uz uvjete ravnoteze potrebno napisati i jednu
dodatnu jednadzbu.

Ekvivalentna osnovna konstrukcija moze se dobiti uklanjanjem jedne suviSne veze, kao §to je
prikazano slici 3.24., a dodatna jednadzba glasi:
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oM

I L
hc:g%:(ﬁ.%ﬁg,dx+1y1_E.£My2.aTzz.dx]=o,

F
Cge—7
I,

q

e

; B

Slika 3.24. Primjer 3.12.
Momenti savijanja i odgovarajuée parcijalne derivacije glase:

(ll—x)2 oM
MyleC'lz_Q' 2 s aFZ

=[2’

oM
M, =F.(l,-x), 6Fyzzzz—x.
C

y2

Daljejeuz [, =2-11l,=1:

T F. -l—q-M]-l-dx+jFC -(l—x)-(l—x)-dsz,
1

F.=—-qg-l.
C 14q

Preostale reakcije mogu se dobiti iz uvjeta ravnoteze i glase:

Lot
O

Zadatak 3.6. Za Stap zadan 1 opterecen prema slici 3.15. valja odrediti reakcijske sileu A1 D

primjenom drugoga Castiglianova teorema.
Zadano je: F, =15kN, F, =12kN, [=0,5m, 4, E, [ =2-1,1,=2-1,1,=1.
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Slika Z.3.6. Zadatak 3.6.

Zadatak 3.7. Za konstrukciju sastavljenu od triju Stapova i optereCenu prema slici Z.3.7.
potrebno je odrediti uzduzne sile u Stapovima primjenjujuci drugi Castiglianov teorem.

Stapovi su istog popreénog presjeka i nadinjeni od istog materijala.

Zadano je: F=10kN, a=1,4m, b=0,7m, a=30", 4, E.

Slika Z.3.7. Zadatak 3.7.

Zadatak 3.8. Za linijski staticki neodredeni nosac zadan i opterec¢en prema slici Z.3.8. potrebno

je izraunati reakcije oslonaca primjenom drugoga Castiglianova teorema.

Zadano je: ¢=18kN/m, [=2m, [ , E.

Slika Z.3.8. Zadatak 3.8.

Zadatak 3.9. Za staticki neodredeni okvirni nosa¢ zadan i opterec¢en prema slici Z.3.9. potrebno
je izraCunati reakcije oslonaca primjenom drugoga Castiglianova teorema.

Zadano je: F =20kN, ¢=10kN/m, /=0,5m, [, E, [,=2-1,1,=3-1,1,=1,, I,=2-1 .

y
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Slika Z.3.9. Zadatak 3.9.
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4. MOHROV INTEGRAL

Mohrov integral prikladan je za odredivanje poopéenog pomaka (bilo linearnog pomaka bilo
kutnog zakreta) optere¢ene konstrukcije neovisno o tome djeluje 1i u tocki u kojoj se odreduje
poopceni pomak odgovarajuca poopcena sila ili ne.

Mohrov integral glasi:

o]k 1
=) ——|N,:n dx+ k- “dx +
1 ;Ai'Eio =4 Glg Cada
I;

n

l;
+y jky 4y dx-l—Z— jM m,-d+ 4.1
z:IAiGio =t 4y "
n 1 n lf
+ jM -m - dx + LjMﬁ-mﬁ-dx,
i= Izi Ei 0 i=l ] G

gdje su velikim slovima oznacene unutarnje sile od vanjskog optere¢enja, a malim unutarnje
sile od jedini¢ne poopcene sile koja odgovara poopéenom pomaku.

4.1. VERESCAGINOVO PRAVILO

Ovo pravilo koristi se za jednostavnije izracunavanje odredenog integrala produkta dviju

funkcija od kojih barem jedna mora biti linearna. Neka su zadane dvije funkcije f(x) i g(x)

od kojih je prva nelinearna, a druga linearna (slika 4.1.).

’ 9
X
< L T
X
y . i
gx)
/‘y/
Vx
Slika 4.1.

Odredeni integral produkta tih dviju funkcija moze se izracunati prema Veresc¢aginovu pravilu:
l
[ () g(x)-dx=4-y,
0

gdje je A povrsina ispod nelinearne funkcije, a y ordinata linearne funkcije na mjestu gdje

nelinearna funkcija ima teZziste.
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Ovo pravilo moze se naravno koristiti i kada su obje funkcije linearne pa je tako za slucaj
funkcija prema slici 4.2.a integral produkta tih funkcija jednak:

1

!f(x)-g(x)-dxz -l-a%-b:;a-b-l,

N |-

a za slucaj funkcija prema slici 4.2.b:

l
1 1 1
. dx=—-1-a-—-b=—-a-b-1.
!f(x) g(x) Jlasb=—a
a) b)
A ¥4
fx) fx)
a a
i & T
X @ X
YA i3 Vi N
|
gx)
g(x) 0 b b ;
X . X
Slika 4.2.

Kada su obje funkcije linearne i oblika prema slici 4.3., integral produkta tih funkcija racuna se
prema formuli:

jf(x)'g(x)-dx=é~(2-a~c+2-b~d+a-d+b-c),

vode¢i rauna o predznacima vrijednostiza a, b, c i d.

y Dy Yy o
b b b
a a a
’x ’)C ’)C
y y L yn

Slika 4.3.
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Kadaje g(x)= f(x),tj. kada se funkcija mnozi sama sa sobom (slika 4.3.b), formula prelazi u
oblik:

~(a2 +b* +a-b).

[ - g de=2

U zadatcima koji slijede Cesto ¢e oblik funkcija biti kao Sto je na slici 4.4.

a) b)
y v _
f(x)
a
T

X [ X

y ’ 4
g(x)
b
X y o
- [ >
Slika 4.4.

Tako je integral produkta tih funkcija za oblik prema slici 4.4.a 1 4.4.b jednak:

!f(x)'g(x)'dx=§-l-a%-b, !f(X)'g(x)'Mzé-l-a-i-b.

4.2. AKSIJALNO OPTERECENJE

Primjer 4.1.

Za reSetkastu konstrukciju optere¢enu prema slici 4.5. primjenom Mohrova integrala valja
odrediti vertikalni pomak ¢vora C ako je zadano: F', a,b, A, E, a=1,b=0,8-1.

Slika 4.5. Primjer 4.1.

RjeSenje:

U poprec¢nom presjeku Stapa od unutarnjih sila javlja se samo uzduzna sila pa izraz (4.1) glasi:
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q= Z— N ‘n.-dx . 4.2)

Kako su duz svakog Stapa uzduZne sile N, i n; konstantne, moZe se izraz (4.2) pisati u obliku:

LN, -n, -1
g=y -1 4.3)
zz:l: 4, E,

U zadanom primjeru svi su Stapovi napravljeni od istog materijala i imaju jednak poprecni

presjek pa je vertikalni pomak ¢vora C jednak:
1 7
=Ve=—— ;

gdje su N, uzduzne sile u Stapovima reSetkastog nosaca od vanjskog opterecenja, a 1, uzduzne

sile od jedini¢ne poopcene sile O koja odgovara vertikalnom pomaku ¢vora C (slika 4.6.).

,
b Q=IIC

Slika 4.6. Primjer 4.1.
Uzduzne sile od jednog i drugog opterecenja dane su u tablici 4.1.

Tablica 4.1. Uzduzne sile u Stapovima reSetkastog optere¢enja od obaju opterecenja

Stap 1 2 3 4 5 6 7
N. | 1,25-F | 1,25-F 0 1,6-F 0 -1,6-F | -2,5-F
n, 0 0 0 1,6 0 0 -1,25
L ! ! 0,8-1 1,281-7 | 0,8/ 1,281-1 I

Vertikalni pomak ¢vora C sada je:

F-l
AE

vc=ﬁ-[lﬁ-F-1,6'1,281'Z+(—275'F)( 1,25)- l] 6,407

Pozitivna vrijednost znaci da je smjer pomaka kao i smjer poopcene sile u ¢voru C.

Za vrijednosti F =15kN, /=2m, A=225mm? i £ =200GPa ovaj pomak iznosi:

3 3
oo SO0
225-200-10
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Primjer 4.2.

Resetkasti nosa¢ zadan je i optereCen prema slici 4.7. Valja, primjenom Mohrova integrala,
odrediti horizontalni pomak ¢vora A ako je zadano: F', a, b, A, E,a=b=1.

Zavrijednosti F =12kN, /=3m, A=64mm? i E =210 GPa treba izradunati trazeni pomak

u milimetrima.

a a

Slika 4.7. Primjer 4.2.
RjeSenje:
Horizontalni pomak ¢vora A dobije se prema (4.3):

1 7
=h,=——> N,'n -1
q A AE — i i 1o

gdje su N, uzduzne sile u Stapovima reSetkastog nosaca od vanjskog opterecenja, a n, uzduzne

sile od jedini¢ne poopcéene sile Q koja odgovara horizontalnom pomaku ¢vora A (slika 4.8.).

Slika 4.8. Primjer 4.2.
Uzduzne sile od jednog i drugog optereéenja prikazane su u tablici 4.2.

Tablica 4.2. Uzduzne sile u Stapovima reSetkastog optere¢enja od obaju opterecenja

Stap 1 2 3 4 5 6 7
N, 0 0,5-F | —0,5-F |-0,707-F| —0,5-F | —0,707-F | —0,5-F
n, -1 -1 0 0 0 0 0
L I I / 1,414-1 ! 1,414-1 I
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Horizontalni pomak ¢vora A sada je:

hy =T1E-[o,5-F-(—1)-z]=—0,5~F—'l.

Negativna vrijednost znaci da je smjer pomaka suprotan smjeru poopcene sile u ¢voru C.

Za vrijednosti F =12kN, /=3m, 4=64 mm? i E=210GPa ovaj pomak iznosi:

3 3
hy =—0,5- 210200y 339 .
64-210-10

4.3. UVIJANJE

Primjer 4.3.

Stap okrugloga popreénog presjeka opterecen je trima koncentriranim momentima (slika 4.9.).
Valja odrediti kutni zakret presjeka C primjenom Mohrova integrala.

Zadano je: M, I, d, G, =1, ,=0,75-1, ,=0,5-1, [,=2-1, d,=d, D,=2-d,
d,=16-d,d,=1,4d, M =M, M,=3-M,M,=3,5-M.

M,
B d, C| |D B ds E
D,
A
M.
L L ™
Slika 4.9. Primjer 4.3.
Rjesenje:
a) b)
M, P FA
/ Fi
B E( D E A B (£ E
\\ \
\/ \’M3 Q=1\_4
M, 4 M my
®
= X
ml 2 ° : e
1,5M

Slika 4.10. Primjer 4.3.
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Kut zakreta (kut uvijanja) presjeka C dobije se prema (4.1) uz postojanje samo momenta
uvijanja u popre¢nim presjecima svakog segmenta:

N 4.4
& (44)

i

1

4 1 l;
q=0c _;G"Ipi '_([Mli'mti'dx_

1

S/
=1

gdje su M,, momenti uvijanja u presjecima Stapa od vanjskog opterecenja (slika 4.10.a), a m,,

momenti uvijanja od jedini¢ne poopéene sile Q koja odgovara kutu zakreta presjeka C (slika

4.10.b).

Kut zakreta (kut uvijanja) presjeka C sada je prema (4.4):

=Mt3-mt3-l3JrMm'mm-l4 1

= J2-M-(=1)-0.5-1
“ TG, G-1, G-ng[ (1)-05:1]+
41 [-L5-M-(-1)-2:1],
1,
__ M-l 3M

¢ G, GI,’

gdje su polarni momenti tromosti dobiveni prema:

:E'D; _ﬂ'd; _ 7r~(2-a7)4 7r-(1,6-a’)4

I, = - =0,9274-d*,
P33 32 32
z-(1,4-d)'
l,=—"—72-=0,3771-d".
P 32
Dalje je:
= ML S3ML g 770 M1

G-d*’

¢ G.0,9274-d*  G.0,3771-d*

Za vrijednosti M =6kN-m, /=0,4m, d =50mm i G =80 GPa trazeni kutni zakret jest:

6 3
o =6,8772- ML _ g7, 0:10°-0.4-10

+———=0,033rad.
G-d 80-10”-50

4.4, SAVIJANJE

Primjer 4.4.

Konzolni nosa¢ zadan je i optereCen prema slici 4.11. Valja odrediti progib 1 kut zakreta
elasticne linije (nagib) u B primjenom Mohrova integrala.

Zadanoje: ¢, [, E, I,.
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i

Slika 4.11. Primjer 4.4.
Rjesenje:
TraZzeni pomaci odreduju se prema (4.1). U poprecnom presjeku nosaca od unutarnjih sila
javljaju se moment savijanja i poprecna sila pa Mohrov integral glasi:

Z _[k 0.-q.,- dx+zﬁ J.M m,;-dx. (4.5)

yi
Utjecaj poprecne sile u odnosu na moment savijanja moze se zanemariti pa se izraz (4.5) moze
pisati u obliku:

I;

qg= Z— M, -m,-dx. (4.6)
q a) ‘ b)
A'VVVlil’iVVVViilB A‘VVVVllliiiVVVlB
- l > - l >
M A M A
R ' X
©
g2 g ©
le l B QZ:]
A B A z
m, 4 my,1t
X
g @
1/ ] ‘_x

Slika 4.12. Primjer 4.3.

Progib u B i kut zakreta elasti¢ne linije u istoj tocki mogu se dobiti prema izrazima:

1 /
=wy=——| M, -m, -dx; =—Mm -dx,
9, BE] =By E]O

0

gdje su M moment savijanja od vanjskog opterecenja, m, moment savijanja od jedini¢ne
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poopcene sile O, koja odgovara progibu tocke B (slika 4.12.a), a m,, moment savijanja od

Jjedini¢ne poopcene sile O, koja odgovara nagibu tocke B (slika 4.12.b.

Progib 1 nagib u tocki B uz koristenje VeresCaginova pravila jesu:

1 1|1 g1\ 3 1 g
WB=—'_[My'my1'dx:—' — 1| -2 () | ==
E 3 1,03 2 )4 8 E-I
1 1|1 g1’ 1 g
- (M de=—r-| =1 - l|=-—
P E-1, ! y e E-1, |3 2 j } 6 E-I,

Primjer 4.5.

Jednostavni nosa¢ zadan je i optere¢en prema slici 4.13. Valja odrediti progib u C i kut zakreta
elasti¢ne linije (nagib) u B primjenom Mohrova integrala.

Zadano je: F', I, E, I,.

Slika 4.13. Primjer 4.5.

Rjesenje:

TraZeni pomaci odreduju se sukladno izrazu (4.6):

1 3
q, =W :_—'ZJ-Myi'myli'dX;

1 3 4
q, =B :ﬁ'ZjMyi 'myzi’dxa

i=1
gdje su M, moment savijanja od vanjskog optereCenja, m, moment savijanja od jedini¢ne
poopcene sile O, koja odgovara progibu tocke C (slika 4.14.a), a m , moment savijanja od
jedini¢ne poopcene sile O, koja odgovara nagibu tocke B (slika 4.14.b).
Progib u C 1 nagib u B iznose uz primjenu VereS€aginova pravila:

1 1 2-F1 21 1 2-F-1 1 F-l121 2-F-] 21
e = - 4|2 = 4. 4= . 4
E-I {2 3 33 6 [ 3 3 3 3 3 3
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2
ﬂB:;.F.,.2_Uz.1+1.2.,.2_ﬂ.§(_zﬂ=_§.Fl |

E-I, |2 3 33 2 3 3 E-I,
a) b)
F F
" vB C D " vyB C D
5y 2 K 'y
- ! > ] > ! > - l > ] > l >
M, 2FI/3 M.t a3
FIf3 \ FI3
® I @
X 5,5

I 2113 ' 173
1/3 | ﬂ / bx
@ X ©
| : | _— 13

Slika 4.14. Primjer 4.5.

Primjer 4.6.

Nosac s prepustom zadan je i1 opterecen prema slici 4.15. Potrebno je odrediti progib i1 nagib
tocke A primjenom Mohrova integrala.

Zadanoje: M , I, E, I,.

Slika 4.15. Primjer 4.6.

RjeSenje:
Trazeni pomaci odreduju se prema izrazima:
1 3 1 34
Q1:WAZH';£Myi'my1i'dx; q2:ﬂA:E‘—Iy.;'([Myi.my25'd‘x’
gdje su M, moment savijanja od vanjskog optereCenja, m, moment savijanja od jedini¢ne

poopcene sile O, koja odgovara progibu tocke A (slika 4.16.a), a m , moment savijanja od

jedini¢ne poopcene sile O, koja odgovara nagibu tocke A (slika 4.16.b).
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b)

a)
M M
A ]?& D -K-D A : D -R-D
] . / I d& /
M, M2 M, » M2
® x ® f
o . o .
M2 M2
o 0=1
A‘ B D V) B D
O A S ¢
m, . ma

Slika 4.16. Primjer 4.6.

Primjenom Verescaginova pravila progib i nagib u A glase:

Primjer 4.7.

N | =

|~

M
2

M.
2

Za okvirni nosa¢ zadan i opterecen prema slici 4.17. valja odrediti vertikalni pomak tocke C

primjenom Mohrova integrala ako je zadano: ¢, /, E, I, te F =0,5-q:1,1,=1,1,=1.

-

Slika 4.17. Primjer 4.7.
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RjeSenje:
Vertikalni pomak tocke C dobije se, uz zanemarivanje utjecaja uzduzne i poprecne sile u odnosu
na moment savijanja, prema izrazu (4.1) koji prelazi u izraz:

1 3 4
‘I:VCZE.] 'ZJ-Myi'myli'dx’

i=1 o

gdje su M moment savijanja od vanjskog opterecenja (slika 4.18.), a m , moment savijanja

od jedini¢ne poopcene sile O koja odgovara vertikalnom pomaku tocke C (slika 4.19.).

Vertikalni pomak tocke C uz primjenu VereS€aginova pravila iznosi:
v L 2.(_q.12).(_Z)Jrz.(_l.q.lzj.(_1)+(_q.12).(_1)+
© E-I, |6 2

+[_%.q.;2}(_1)}+(_%.q.;2)1.(_;)%.;.(_%.q.ﬁj%.(_z)}

SRRy
© 8 E-I
q
B Y ¥ Y ¢
/. "
A

Slika 4.18. Primjer 4.7.
0=l l

B C B VC
1 i
©
v Al My

Slika 4.19. Primjer 4.7.
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Primjer 4.8.

Za konzolni nosa¢ prema slici 4.20. valja odrediti sve koeficijente podatnosti koriste¢i se

Mohrovim integralom. Zadano je: /, 1, E 1 =1,1,=2-].

Slika 4.20. Primjer 4.8.

Rjesenje:

Kao $to je objasnjeno u poglavlju 2, koeficijent podatnosti f; predstavlja poopceni pomak na
mjestu i od jedini¢ne poopcéene sile na mjestu j.

U ovom primjeru koeficijent podatnosti f;, predstavlja kutni zakret elasti¢ne linije S, na
mjestu 1 od jediniénog momenta M =1 na mjestu 1, a koeficijent podatnosti f,, predstavlja

progib w, na mjestu 2 od jedinicnog momenta M =1 na mjestu 1 (slika 4.21.a1Db).

a)
M=1
D 2
=
~d
- 11 - 12 >
b)
A
\ : w,=f,
/K 2 J21
i A v
@ @
m,, ¢
1
@®
x

Slika 4.21. Primjer 4.8.

Koeficijent podatnosti f,, predstavlja progib w, na mjestu 2 od jedini¢ne sile /' =1 na mjestu
2, a koeficijent podatnosti f,, predstavlja kutni zakret elasti¢ne linije £, na mjestu 1 od

jedini¢ne sile F' =1 na mjestu 2 (slika 4.22.a1b).

Koeficijenti podatnosti mogu se sada odrediti prema izrazu (4.1), uz zanemarivanje utjecaja
poprecne sile u odnosu na moment savijanja te uz primjenu VereS¢aginova pravila, na sljedeci
nacin:

1 1
u :E-—Iyz'[myl my, wdx; fi, =1 =E-—Iyz'[my1 mp, -dx;
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1
S ZHZImyz my, ~dx;

gdje su:

m,,, —dijagram momenta savijanja od jedinicnog momenta M =1 na mjestu 1 (slika 4.21.c);

m,, — dijagram momenta savijanja od jedini¢ne sile F =1 na mjestu 2 (slika 4.22.c).

a)
F=1

A J

—
~
TN
by

[

1 l [
fll:—(ll'l’l): —=—
E-I, E-I, E-I,
1 L+ +1 1 [+2-1+2-]
= = — . 1-1-1 2 2 = — . l.l.— ;
fia =T E-I, (1 2 j E-I, ( 2 j
5.7
f12:f21:_2_E.]y;
11 2 (h+L) 9.°
=———(L+L)(L+L) =, +])|= = _
fa E-Iy[Z (h+h)-(h+h)- -6 2)} 3E-I, E,

Zadatak 4.1. Za resetkasti nosac koji je zadan i1 optere¢en prema slici Z.4.1. potrebno je uz
pomo¢ Mohrova integrala odrediti vertikalni pomak ¢vora C 1 horizontalni pomak ¢vora D.

Zadano je: F=15kN, a=2m, b=2,4m, A=625mm’, E=210GPa.
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oy &

Slika Z.4.1. Zadatak 4.1.

Zadatak 4.2. ResSetkasti nosa¢ zadan je 1 optereCen prema slici Z.4.2. Primjenom Mohrova

integrala valja odrediti vertikalni pomak ¢vora B ako je zadano: F =20kN, a=2,5m,

hb=1,8m, A=400mm’, E=70GPa.

Slika Z.4.2. Zadatak 4.2.

Zadatak 4.3. Za Stap okrugloga poprecnog presjeka koji je optereCen koncentriranim
momentima prema slici Z.4.3. valja odrediti kutne zakrete presjeka B, C i D primjenom
Mohrova integrala. Zadano je: M, =10kN-m, M,=5kN-m, [ =0,8m, [, =12m,

l,=1m, d, =120mm, d, =90 mm, G =80 GPa.

d
= . /\Ml d, M,
- - ya
A B C D
o
N\

Slika Z.4.3. Zadatak 4.3.

Zadatak 4.4. Konzolni nosa¢ zadan je i optereCen prema slici Z.4.4. Primjenom Mohrova
integrala valja odrediti opée izraze za progib tocke A 1 nagib u B ako je zadano: F,
I,1,,E,1,=2-1,[,=1, M=3-F-I.

Za vrijednosti ulaznih podataka: F'=I15kN, /=1m, [, = 8,6-10° mm*, E=210GPa, treba

izraCunati traZzeni progib u milimetrima i kut zakreta u radijanima.

69



Slika Z.4.4. Zadatak 4.4.

Zadatak 4.5. Za linijski nosac¢, zadan i opterecen prema slici Z.4.5., potrebno je izraCunati
progib tocke A 1 kut zakreta elasti¢ne linije (nagib) u D primjenom Mohrova integrala.

Zadano je: F', I, 1,,E,=1,1,=31,,=081,M=2-F-I.

Slika Z.4.5. Zadatak 4.5.

Zadatak 4.6. Okvirni nosa¢ zadan je i optereCen prema slici Z.4.6. Valja odrediti vertikalni
pomak tocke A 1 horizontalni pomak tocke B uz pomo¢ Mohrova integrala. Zadano je: ¢, [,

I,,Ete F=2-q-1, [ =3-1,1,=1,[,=2-1,, I,=1,.

4q

El

/;

Slika Z.4.6. Zadatak 4.6.

Zadatak 4.7. Za okvirni nosa¢ prema slici Z.4.7. potrebno je primjenom Mohrova integrala

odrediti sve koeficijente podatnosti ako je zadano: /, 1, E.

F,

M

(2 ©

Slika Z.4.7. Zadatak 4.7.
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5. METODA SILA

Metoda sila koristi se za rjeSavanje staticki neodredenih zadataka. U prvom koraku utvrduje se
koliko je puta zadatak staticki neodreden. Zatim se iz zadane konstrukcije, uklanjanjem suvisnih
veza, formira ekvivalentna staticki odredena konstrukcija (osnovna konstrukcija). Potom se
odreduju unutarnje sile za osnovnu konstrukciju zbog djelovanja vanjskog optere¢enja kao i
unutarnje sile od jedini¢ne poopcene sile/jedinicnih poopcenih sila. Postavlja se onoliko
jednadzba koliko je puta zadatak staticki neodreden. Te se jednadzbe nazivaju kanonske
Jjednadzbe metode sila. Njihovim rjeSavanjem odreduju se nepoznate sile ili momenti. Konacéni
dijagrami unutarnjih sila dobiju se zbrajanjem dijagrama za osnovnu konstrukciju zbog
djelovanja vanjskog opterecenja 1 dijagrama unutarnjih sila za osnovnu konstrukciju zbog
djelovanja jedini¢nih poopcenih sila pomnozZenih s vrijednostima dobivenima za nepoznate
poopcene sile.

U primjerima koji slijede pokazat ¢e se primjena metode sila za zadatke koji su jedan i dva puta
staticki neodredeni, za slucajeve aksijalnog opterecenja, uvijanja te savijanja linijskih i okvirnih
nosaca.

Za jedanput staticki neodredenu konstrukciju osnovna (kanonska) jednadzba metode sila glasi:
S Xi+q,=0, (5.1

gdje je f,, koeficijent podatnosti, a ¢, slobodni ¢lan, dok za dva puta staticki neodredenu

konstrukciju kanonske jednadzbe metode sila glase:
S Xi+ S Xy + 4, =0
S X+ [ X, +¢,, =0

U izrazu (5.2) koeficijenti f; su koeficijenti podatnosti, a ¢, slobodni ¢lanovi. Za odredivanje

(5.2)

navedenih koeficijenata koristit ¢e se Mohrov integral i Veres¢aginovo pravilo o odredenom
integralu produkta dviju funkcija od kojih barem jedna mora biti linearna.

Jednadzba (5.2) moze se zapisati u matricnom zapisu:

X
: S

Prvi ¢lan na lijevoj strani je matrica podatnosti, drugi ¢lan je vektor nepoznanica, a ¢lan na
desnoj strani jednadzbe je vektor slobodnih ¢lanova.

5.1. AKSIJALNO OPTERECENJE

Primjer 5.1.

Za staticki neodredenu reSetkastu konstrukciju zadanu i optere¢enu prema slici 5.1. valja
odrediti sile u Stapovima koriste¢i se metodom sila.
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Zadanoje: F',Il, A, E, F;=2-F,F,=F,a=I[,b=1, F=10kN.

8 E F,

 J

«

Slika 5.1. Primjer 5.1.

Rjesenje:
Staticka neodredenost odreduje se na sljede¢i nacin:

broj Stapova je s =8, a broj jednadzaba prema uvjetima ravnoteze je 2-n—3=2-5-3="7, gdje
je s n oznacen broj ¢vorova. Budu¢i da je broj nepoznatih sila u Stapovima za jedan veci od
broja uvjeta ravnoteZe, zadatak je jedanput staticki neodreden.

Osnovna ekvivalentna staticki odredena reSetka dobivena je iz zadane uklanjanjem jedne
suviSne veze. Ovdje je maknut Stap 6, a umjesto njega dodana je sila X, u ¢vorovima B 1 E

kako je to pokazano na slici 5.2.

2

3 i F

X
A_x- 1 B / = :é:C

Slika 5.2. Primjer 5.1.

Osnovna jednadzba metode sila sada je prema (5.1):

S Xi+¢,=0.
Za odredivanje koeficijenta podatnosti f,, i slobodnog ¢lana ¢, potrebno je izraCunati
uzduzne sile N, u Stapovima osnovne staticki odredene reSetke zbog djelovanja vanjskog

opterecenja (slika 5.3.a) 1 sile », u Stapovima osnovne konstrukcije zbog djelovanja jedini¢ne

sile X, =1 (slika 5.3.b) kojom je zamijenjen uklonjeni Stap 6.
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Vrijednosti ovih sila dane su u tablici 5.1.

a) b)
2F
8 F 8
oO—> o
5 5 X=l
3 4 7 3 4 7
X=1

1 Bo 2 1 / 2

A A A A

Slika 5.3. Primjer 5.1.

Tablica 5.1. Uzduzne sile u Stapovima osnovne reSetke od vanjskog opterec¢enja i od jedini¢ne
sile X, =1 ukN i duljine Stapova um

Stap 1 2 3 4 5 6 7 8
N, | 150 15,0 -7,07 0 -21,2 0 0 10,0
n, 0 -0,707 0 -0,707 1 1 -0,707 -0,707
I, 1 1 1,414 1 1,414 | 1,414 1 1
Koeficijenti f,, i ¢, mogu se dobiti prema izrazima (Mohrov integral):
Lon-n-l & nt-l ' N, .-n-l
Dalje je:
o= 4,828; g = —47,678 .
A-E AE
Sada je:
X, :_%:_%zam kN,
Sto predstavlja uzduznu silu u uklonjenom Stapu 6.
Uzduzne sile u ostalim Stapovima dobiju se prema jednadzbi:
N, =n-X +N,,,
a vrijednosti su dane u tablici 5.2.
Tablica 5.2. UzduZzne sile u Stapovima staticki neodredenoga reSetkastog nosaca u kN
Stap | 1 2 3 4 5 6 7 8
N, 15,0 8,02 -7,07 —6,98 -11,3 9,87 —6,98 3,02
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5.2. UVIJANJE

Primjer 5.2.

Za Stap okruglog presjeka zadan 1 opterecen prema slici 5.4. valja odrediti dijagram momenta
uvijanja koriste¢i se metodom sila.

Zadanoje: M, I, M, =2-M ,M,=3-M ., =1,1,=1,1,=I.

M, M,
7 s
AY B
|
s s
- ll > [2 > 13 »

Slika 5.4. Primjer 5.2.
RjeSenje:
Zadatak je jedanput staticki neodreden, a ekvivalentan staticki odreden Stap, dobiven iz

zadanoga uklanjanjem jedne suviSne veze koja je zamijenjena nepoznatim momentom X,

prikazan je na slici 5.5.

Slika 5.5. Primjer 5.2.

Jednadzba metode sila prema (5.1) glasi:
S X +q,=0.

Za odredivanje nepoznatih koeficijenata f,, 1 ¢, potrebno je najprije izraunati momente
uvijanja M, . u presjecima staticki odredenog Stapa od vanjskog opterecenja (slika 5.6.a) i

momente uvijanja m,, u presjecima Stapa od jedinicnog momenta X, =1 (slika 5.6.b).

Koeficijenti f,, i g, dobiju se tada primjenom Mohrova integrala:
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i=l1 pi i i=1 pi i
Dalje je:
1 /
= (1-3-1-1)=3- ,
fm g 31 =3
G = ! -(s.M-1-1+3-M-1-1)=8-M'Z.
G-I, G-I,
Sada je:
X] __qu — M
all
a)
2M M
{/\ (/\
o \w
IML,F
SM
IM
@
X
b)
£
s
X=1
A B
1
@®
X

Slika 5.6. Primjer 5.2.
Momenti uvijanja u presjecima Stapa mogu se dobiti kako slijedi:

Mti =m 'Xl +Mu’F’

tli
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- L podrucje: 0<x<1

Mtlzl-(—§-MJ+5-M=Z-M;
3 3
- II. podrucje: [ <x<2-1
8 1
Mtzzl(—gMj+3M:§M,

- II. podrucje: 2-1<x<3:1

M, =1(—§~Mj+0=—§-M.
3 3

Dijagram momenta uvijanja dan je na slici 5.7.

2M 3IM
N /N [
e T o S B
s \x \IMB
M A
TM/3
@
M3 .
©
8M/3

Slika 5.7. Primjer 5.2.

5.3. SAVIJANJE

Primjer 5.3.

Linijski nosa¢ na trima osloncima zadan je 1 optere¢en prema slici 5.8. Primjenom metode sila
treba odrediti dijagrame unutarnjih sila.

Zadanoje: q, 1, E, I te ], =2-1,1,=21, M=3-q-I°.

Slika 5.8. Primjer 5.3.
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RjeSenje:

Zadatak je jedanput staticki neodreden, a ekvivalentan staticki odreden nosa¢ moze se dobiti na
viSe nac¢ina. Ovdje je kao najjednostavniji nacin za proracun odabran osnovni nosac, tako da je
iznad oslonca C umetnut zglob, a lijevo i desno od oslonca dodani su momenti savijanja

oznaceni X, §to je prikazano na slici 5.9.a.

M
A=)
12 /

- | e

q a)
X, X

DU

2 >

"
M

A Qr— B

LT,

b)

Slika 5.9. Primjer 5.3.

Dakle, momenti X, predstavljaju momente savijanja u bliskim presjecima lijevo 1 desno od

oslonca C. Umetanjem zgloba od zadanoga linijskog nosaca dobivena su dva odvojena nosaca
s osloncima na krajevima sa zadanim optere¢enjem (slika 5.9.b). Za ova dva nosa¢a momenti

X, predstavljaju vanjsko opterecenje (slika 5.9.d).
Osnovna jednadzba metode sila (5.1) jest:
S X +q,=0.

Prije izra¢unavanja koeficijenata f,, 1 g, potrebno je odrediti dijagrame momenata savijanja

M, . staticki odredenog nosaca zbog djelovanja vanjskog optereéenja (slika 5.9.b 1 5.9.¢) i
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dijagram momenta savijanja m, staticki odredenog nosaca od jedinicnog momenta X, =1
(slika 5.9.d 1 5.9.¢).
Koeficijenti f, 1 g, mogu se dobiti koriStenjem Mohrova integrala prema izrazima:
2 m 1My Fi°
— Z.[ yli y i dx qu ZJ‘ y,Fi y i . .
i=l ¢ y,‘ ,‘ i=l ¢ ¥

Primjenom VereScaginova pravila na gornje izraze dobije se:

1 1 2 1 2
1 =_.(_.11 .1.5.1+E.12 .1.5.1)

E-1, \2
T N
E- T \2 2 3 3 E-I

2
e (LM 2L L ()22, 0
E-1, (2 2322 2 )3 3 2 2
1 ¢q-I
qQir =75 .
12 E-I

Nepoznati moment savijanja sada je:

__ql_F__i.q.lz_
a,, 16

Momenti savijanja u karakteristicnim to¢kama ra¢unaju se prema jednadzbi:
M, =m, - X\ +M,

Dalje su momenti savijanja u karakteristicnim tockama:

M,,=0;
1 1 M 1 3 47
M == —— g P |l+—=—=— g P+ g =—q-I’=1,469-q-I*;
B 2(166]J2 301 21 321 1

M¢ :l.(_L.q.lzj_%:_é.q.ﬁ_%.q.ﬁ :_:_i.q.ﬁ =—1,531-q-*;

1
M .=1|-—q I |+0=——-q-I"=-0,063-q-1°;
e ( T j T q
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M ,=0.

».D

U B djeluje koncentrirani moment pa su izracunane vrijednosti momenta savijanja u bliskim
presjecima lijevo i desno od tocke B, M ;,B iM f’B (u momentnom dijagramu zbog toga postoji
skok).

Poprecne sile mogu se dobiti razmatranjem ravnoteze odsjecenih dijelova nosaca nakon $to su
odredeni momenti savijanja (slika 5.10.a1 5.10.b).

a) q b)

L = T
Yy \J Yy
D) (i,

Q:,’C l ) 'Q
zD

-

Slika 5.10. Primjer 5.3.
Uvjet ravnoteze odsjecenog dijela AC glasi (slika 5.10.a):

YM.=0: -0 L+M+M, =0,

odakle je:

1
3.g-1°——.g.1*
M+M q q 47
».C 16
= = =—-q-1=1,469-q-1I.
AT 2.1 321 1

Na isti nacin prema slici 5.10.b iz uvjeta ravnoteze odsjecenog dijela CD moze se dobiti:

2

i
ZMD =0: —ngg.z2—My,C+q-12-52:o

2 1
—My,c-qu'li ~|=-—q- P |+2-q-I 1
0l = 2 - 16 =—"—.q-1=1,031-q-1
e 1, 2-1 32 ’ '

Lokalni ekstrem momenta savijanja dobije se kako slijedi:

D 33 33
= -qgx=—-ql-q-x=0, x=—"1,
0.=0.c—4¢ 3 114 %
2
33 1 33
M M g =1,
y,max y,C QzC 32 2 (32 j

1, 33 33 001 (33 Y
My,max:__'q.l +_.q.l._.l__.q.(_.lJ N

16 327 320 2 71\32
961 )
= g =0,469-q-1°.
s =048 4 1
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Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 5.11.

F\T o FDT
A
Q.4 11,4691
1,031¢g/
® \ X
’ 3,031
| ’ :
M A 14697 e
®
-

o 0,063¢/"

1,531q7"
Slika 5.11. Primjer 5.3.
Primjer 5.4.

Okvirni nosa¢ zadan je i optere¢en prema slici 5.12. Valja odrediti dijagrame unutarnjih sila
pomocu metode sila ako je zadano: ¢, [, E, I, te L =21,1,=1,F=2-q-l.

1.2

1,12

Slika 5.12. Primjer 5.4.

RjeSenje:

Zadatak je jedanput staticki neodreden, a ekvivalentan staticki odreden nosac¢ (slika 5.13.)

dobiven je iz zadanoga uklanjanjem jedne suviSne veze koja je zamijenjena nepoznatom
reakcijom X, .
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1.2

1,2

Slika 5.13. Primjer 5.4.

Osnovna jednadzba metode sila glasi:

S X, +q,=0.
Koeficijenti f;, 1 ¢, mogu se odrediti na prije opisan nacin. Potrebno je najprije dobiti
dijagram momenata savijanja M . za staticki odreden nosa¢ zbog djelovanja vanjskog
opterecenja te dijagram momenta savijanja od jedini¢ne sile X, =1 (slika 5.14.).
Za dijagram momenta savijanja od vanjskog opterec¢enja koriStena je metoda superpozicije, t].

posebno je nacrtan dijagram od djelovanja koncentrirane sile, a posebno od kontinuiranog
opterecenja.

Koeficijenti f,, i g, mogu se dobiti prema izrazima:
3 l;
m . .
— yli }’11 y,Fi y i
- Zj dx qr = Z,[ '
i=l ¢ yi i i=l o

Dalje je primjenom Veres¢aginova pravila:

1 1 2
S :—.(_'ll g 'E'll +1,], 'llj

E-1, \2
3
fuzL(lzzzz—lezlzlj 20! :
E-I, \2 3 E-I,

111 15 ! 1 q-I;
= || _F. A | —F L] = = 2 |.]
e E-[y_ZZ( 2]61( 2}“32(2}}
1|1 5 1 gl
= | =l (=F 1) 04 (=F 1) 121 +=-1-| - 2.1
qu E]y _2 ( )3 ( ) 3 ( 2 ] j|’
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teza F=2-q-1

gy =610
1IF— "9 .
E-I,
q
C ID c‘ Ly 'D C D
F
N N A
B —I_ B B
1
A A Al
/)
FI,/2 L <
= F11/2 qh/2 ®
+ - 1/2 .
(M W )F (M wF. )q H'Iy]
Slika 5.14. Primjer 5.4.
Nepoznata reakcija sada je:
a, 10
Momenti savijanja u karakteristicnim tockama mogu se dobiti prema:
M, =m, - X +M, .,
[ 9 9
M =0, M =+ —.ql=—-q-1"=0,9-q-I°
o 207 10! 1
9 F-l 18 2
M . =l-—ql-—=—.q."-2.q-"=—""-q-1"=-0,2-q-I"
»,C 1 10 q 2 10 q q 10 q q
9 I q-I; 18 q-l 7
M =] .Z.g]-F. 21212 _"" 4. 2.qg. P+ —___
T 22 10! 1 2 10




Dijagrami unutarnjih sila dani su na slici 5.15.

q
ivilivw’ Fo,
A
Fp, | < M ©
1,14/
F
—
N
FA
4——
0,2q7
%
S) 0,71’
0,991 1,141
@

Slika 5.15. Primjer 5.4.
Primjer 5.5.

Linijski staticki neodreden nosac zadan je i optere¢en prema slici 5.16. Valja odrediti dijagrame
unutarnjih sila pomoc¢u metode sila.

Zadanoje: q, 1, E, I te [ =2-1,1,=3-1,1=1,,1,=2-1, F=2q-l.

Slika 5.16. Primjer 5.5.

RjeSenje:
Zadatak je dva puta staticki neodreden. Ekvivalentan staticki odreden nosa¢ dobiven je iz
zadanoga uklanjanjem ukljesStenja u A koje je zamijenjeno nepoznatim reakcijskim momentom
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X, te umetanjem zgloba iznad oslonca C 1 dodavanjem nepoznatih momenata savijanja X, s

lijeve 1 desne strane presjeka (slika 5.17.a). Time su zapravo dobivena dva jednostavna nosaca
kao Sto pokazuje slika 5.17.b.

Kanonske jednadzbe metode sila sada prema (5.2) glase:
S Xi+fi X, +q,=0
Jo X+ [ X, + ¢, =0.

U prvom koraku treba dobiti dijagrame momenta savijanja M . zbog djelovanja vanjskog

opterecenja (slike 5.17.b 1 5.17.c) te dijagram momenta savijanja zbog djelovanja nepoznatih
momenata X, =11 X, =1 (slika 5.17.d).

Koeficijenti podatnosti i slobodni ¢lanovi u gornjim jednadzbama mogu se odrediti koriStenjem
Mohrova integrala i VereScaginova pravila kako slijedi:

E-1, \2 2 2 2-E-1\3 )
Dalje je:
3
%LXI-FLLXZ-FL 9 ! =0
3 E-I 3 EI 2 E-
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3
l-L-Xl-I-Z-L-XZ-i-ll' 9 ! :O'
3 E-I 6 E-I, 16 E-1,
RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzaba dobije se:
11 13
X =——q’=-0,344-q-I"; X,=——-q-I"=-0,813-q-1*.
1 3 q q 2 16 q q
q a)
X lF %
YYYVYYYYVYYVYVYY
A
C& B )A(X gtD
W2 2 ~ I, _
1F
Age C %
B
X ;
Civvvvvvvvvvivvi])

M ql5/8 ¢)
' Fl,/4 @
@ x

m, ]1 A C :&D
’N X

Ags &(D X=1 !
X=1 G::& :&D
— . aany

Slika 5.17. Primjer 5.5.

Momenti savijanja u karakteristicnim tockama mogu se dobiti prema:

My =my1~X1+my2~X2+My,F,

M, , =1-(-0,344-¢-*)+0+0=-0,344-¢I’,

M,, =0,5.(_0,344.(].12)+0,5'(—0,813-q-12)+F:‘ =0,422-¢-I°

M, =0+1-(~0,813-¢-1*)+0=—0,813-¢ -7,



M ,=0.

».D

Poprecne sile mogu se dobiti razmatranjem ravnoteze isjeCenih dijelova nosaca izmedu dvaju
presjeka u kojima su poznati momenti savijanja (slika 5.18.).

- a) ; b)
WA Mvt MuC i T
% | S
1 12 ® a4 {lexs I
Qz, A Qr, € Qz, D

Slika 5.18. Primjer 5.5.

Iz uvjeta ravnoteze dijela AC slijedi:
/
> M. =0: —QZ’A-ZI—M%A+M%C+F-EI=O
Q.02 01-M,,+M, . +F-1=0,

0~ MuatM et il ~(~0.344-q-P) +(~0.813-¢-*)+2-q-I*
. 2.1 ) 21

0.,=0,766-q-1;
YF=0: -0 ,+F+0c =0,
Qﬁ(cj :QZ,A_F209766'Q'l—2'q-l:—1,234.q.l'

Na isti nacin iz uvjeta ravnoteze dijela CD moze se dobiti prema:

i

ZMD=0: —Qgg-zz—Myﬁq.zz-EZ:o

- 23-3-1—My,c+3-q-1-1,5-1:0,
—(-0,813-¢-1>)+4,5-q -1

ol = ( ¢:7) T L71ge1

3./

D F,=00 —0R+4q-L,+0,,=0
~02+3-q1+0.,, =0,
0.,=0%-3-q-1=1,771-q-1-3-q-1=-1,229-¢-1.

Lokalni ekstrem za moment savijanja na dijelu CD moze se dobiti kako slijedi:
0.=0%-q-x=1,771-q-1-q-x=0;

x=1771-1,
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1,771-1Y
M =Mij+Q§}g-1,771-1—q-u

»y,max

2 (1,771-1)
M, o =—0,813-q-+1,771-q-1-1,771-1 —q-~——
My’max = 0,755.61,12 .
Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 5.19.
q
v | I
(\ l i L2 J l’ \ i Y l
A . !
F/\ FC FD
21 1,77141
0,7664!
@ ®© }
o
S |1,23441
1,229¢1
3,771 m -
M, 0,755¢1"
0,42247° -
@ _‘)C
o >
0,34447" ©
0,813¢/"

Slika 5.19. Primjer 5.5.
Primjer 5.6.

Okvirni nosa¢ zadan je i optere¢en prema slici 5.20. Primjenom metode sila valja odrediti
dijagrame unutarnjih sila.

Zadano je: ¢q, [, E, I, te L=1,,=1,L,=1,F=05-gq-1.
Rjesenje:
Zadatak je Sest puta staticki neodreden. Dakle, trebalo bi postaviti Sest jednadzaba da bi se

zadatak rijeSio. Budu¢i da je zadana konstrukcija simetri¢na i uz to optere¢ena antisimetricno,
moze se rjeSavanje zadatka bitno pojednostavniti koriStenjem svojstva simetrije.

To svojstvo kaze: ako je simetricna konstrukcija opterecena antisimetricno, u ravnini simetrije
samo su antisimetricne komponente unutarnjih sila (poprecne sile) razlicite od nule.
Presijecanjem konstrukcije u ravnini simetrije moze se razmatrati dio lijevo od presjeka.
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Slika 5.20. Primjer 5.6.

Zbog toga osnovna, ekvivalentna stati¢ki neodredena konstrukcija izgleda kao §to je prikazano
na slici 5.21.,

b i \ l l ¥ $ lrE
Yx, |2
F
—_—
C
L2
H
B l—
Xl
[,
A -
L2

Slika 5.21. Primjer 5.6.

a kanonske jednadzbe metode sila glase:
Jo- X+ fo Xy 49, =0
Jo X+ [ X, + 4, =0.

Momentni dijagrami zbog djelovanja vanjskog opterecenja kao 1 oni od jedini¢nih sila X, =1

1 X, =1 dani su na slici 5.22.

Svi koeficijenti u gornjim jednadzbama mogu se dobiti na prije opisan nac¢in pomoc¢u Mohrova
integrala 1 VereScaginova pravila kako slijedi:
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1 P
fiZ_.fZI_E.—Iy [(=1)-2-1 (‘Z)JZZ'E'I :

1 [ L LY 1( LY 2( 1
- =B+l =B+ B2 8
S E-I, [ 2j(1+2)( 2}2( 2} 2 3( 2)}
1 [ 1 2 13 7

= A (=1)-4- 1 (-D+=-(=]-1-Z- (=] |==.
o= g | (DA (D555
—F'ZZ—F Zl+l—2 s
b2 2 .].(_1_3)_&. ( I_Sj
Uila E-Iy 5 1 ) g ik
_ L, I,
__L FEII 2](“2].(_’_3} 25\ 1)[_1_3
4 E'Iy ) ) 17 h

pajeuz F=0,5-g-1,1,=21,1,=2],1,=2]

1 [—q-P-2.q.P ye
. .[q = .2.,.(_1)}3&

1 -0,5-q-1*=2-q-I 1
TR [ e S N (o Y

2

&9



Gr =5
8 E-I,
q
£ \ I \J I Y ;
D E D E D E D lE
= A=
—
B H + B H B lH b A
X=
Al Al B e
gly/8
2 = L~
qly/8 g @
1,/2 P
(M 1"‘) F (Md")q m},] m y2
F1,/2
5 i o
+ }
1,/2
- o
I 12 L2
F(+,/2) qly/8

Slika 5.22. Primjer 5.6.

Kanonske jednadzbe metode sila glase:

3 3 4
Tyt x 3.2
3 E-, E-, E-l,

3 3 4
2'Ell ' 1+%Ell 'X2+3_85'gll R

Ay Ay Ay

a njihovim rjeSavanjem dobije se:
X, =-0,695-q-1, X,=-0,689-q-1.
Na ve¢ opisan nac¢in mogu se dobiti momenti savijanja u karakteristi¢cnim tockama kako slijedi:

M,=m, - X, +m, X, +M, .,
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M :(—l)-(—0,695-q -l +( ) (—0,689-q-l)—2-q-12:—0,616-q-12,

VA

M5 =(~1)-(-0.695-q-1)+(~1)-(-0.689-q-1)-q-I* =0,384-q-I°,

M, .=(~1)(-0,689-¢-1

Y,

)
)

MP> =(~1)-(~0,689-¢-1)—q-1* ==0,311-¢q -1,
)=0,5-¢-1>=0,189-q -2,
)-

M, =(~1)(~0,689-¢-1)~0,5-q-1> =0,189-¢-I*,

M, =0,

¥,

M ,=0.

y.H

Lokalni ekstrem momenta savijanja na dijelu DE dobije se na ve¢ opisan nacin (slika 5.23):

0.=0.,-q¢-x=0311-g-I-q-x=0; x=0,311-1,

M, =M, +0,311-q-1-0,311-1-0,5-¢-(0,311-1)°

y,max

M =O,189-q-12+0,5-q-(0,311-l)2 ~0,237-q-1.

y,max

\l)

g )
zD [E Q:
|

Slika 5.23. Primjer 5.6.

Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 5.24.

q
0311g/
X o3l N 0,197 02374
Q. l @
F : : 0,5¢/ 0,689g1
0,695g1°
0,384g/" |D\®
@ 2
I ) o © 0,311¢!
"
5 0,69541
N 0. M,
FAx @ ?

0.384q/ - 0.616¢7
F( 1 fMA 384q q
Ay

Slika 5.24. Primjer 5.6.
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Zadatak 5.1. Za resetkastu konstrukciju sastavljenu od Sest Stapova i optere¢enu prema slici
Z.5.1. potrebno je koriste¢i se metodom sila odrediti sile u Stapovima.

Zadanoje: F',[, A, E,a=1,b=1, F=10kN.

Slika Z.5.1. Zadatak 5.1.

Zadatak 5.2. Za Stap okruglog presjeka sastavljen od dvaju segmenata i optere¢en prema slici
7.5.2. potrebno je izraCunati reakcijske momente te skicirati dijagram momenta uvijanja.
Koristiti se metodom sila.

Zadano je: M , [, 1,, G, =21,1=I, 1,=151,,1,=1I

P

Gl M

Slika Z.5.2. Zadatak 5.2.

Zadatak 5.3. Linijski nosa¢ zadan je 1 optereCen prema slici Z.5.3. Potrebno je skicirati 1 kotirati
dijagrame unutarnjih sila upotrebom metode sila.

Zadanoje: [=1m, [, =2-1,1,=3-1, F=12kN, M =8kN-m.

Slika Z.5.3. Zadatak 5.3.
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Zadatak 5.4. Za linijski nosa¢ zadan i optere¢en prema slici Z.5.4. potrebno je pomoc¢u metode

sila skicirati 1 kotirati dijagrame unutarnjih sila.

Zadanoje: /[=1m, [ =2-1,1,=3-1,1,=2,4-1, F=20kN, ¢ =8kN/m.

Slika Z.5.4. Zadatak 5.4.

Zadatak 5.5. Okvirni nosa¢ zadan je i optereen prema slici Z.5.5. Pomoc¢u metode sila
potrebno je odrediti dijagrame unutarnjih sila.

Zadano je: [=1m, [, =3-1,1,=2-1,1,=1,,1,=2-1,, g=8kN/m, F=15kN.
q

l,

Slika Z.5.5. Zadatak 5.5.

Zadatak 5.6. Simetri¢na okvirna konstrukcija opterecena je asimetricno prema slici Z.5.6.

B \C
/ i il A
El
. q
> EI 1 > l 1
qd| » El >
» N »
¥
A 1,

Slika Z.5.6. Zadatak 5.6.
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Potrebno je odrediti dijagrame unutarnjih sila koriste¢i se metodom sila.

Zadano je: I=1m, [, =3-1,1,=2-1,1,=2-1,,1,=1,, q=12KkN/m.
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6. METODA POMAKA

Kao 1 metoda sila i ova se metoda koristi za rjeSavanje staticki neodredenih konstrukcija. Za
razliku od metode sila kod koje se osnovna konstrukcija (ekvivalentna staticki odredena) dobije
iz zadane uklanjanjem suvisnih veza, kod metode pomaka se osnovna kinematicki odredena
konstrukcija dobije iz zadane umetanjem prekobrojnih veza kojima se sprjecavaju kutni i

linearni pomaci krutih ¢vorova.

Kod metode sila potrebno je odrediti staticku neodredenost, a kod metode pomaka kinematicku
neodredenost konstrukcije.

Kinematicka neodredenost racuna se prema izrazu:

N=N,+N,, (6.1)
gdje N, predstavlja broj krutih slobodnih ¢vorova konstrukcije, a N, broj nezavisnih linearnih
pomaka slobodnih ¢vorova pri ¢emu se zanemaruje rastezanje pojedinih dijelova konstrukcije.
Tako je primjerice okvirni nosac na slici 6.1.a jedan put kinematicki neodreden jer je:

N, =1; kruti slobodni ¢vor B pri opterec¢enju konstrukcije moze se zaokrenuti za kut Z, ;
N, =0; kruti slobodni ¢vor B nema linearnog pomaka ako se zanemaruje rastezanje
vertikalnog 1 horizontalnog dijela okvirnog nosaca.
Prema (6.1) je sada:

N=N,+N,=1+0=1.

]
H
H H

A § A

—_— w————

Slika 6.1. a) okvirni nosac koji je jedanput kinematicki neodreden, b) okvirni nosac koji je dva puta
kinematicki neodreden

Okvirni nosa¢ na slici 6.1.b je dva puta kinematicki neodreden jer je:
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N, =1; kruti slobodni ¢vor B pri optere¢enju konstrukcije moZe se zaokrenuti za kut Z,;

N, =1; kruti slobodni ¢vor B 1 ¢vor C mogu imati linearni pomak o6, a da ne dode do

rastezanja horizontalnog dijela okvirnog nosaca.
Prema (6.1) je sada:
N=N,+N,=1+1=2.

Osnovna kinematicki odredena konstrukcija dobije se iz zadane umetanjem prekobrojnih veza
kojima se sprjecavaju kutni i linearni pomaci krutih ¢vorova.

a) i b)

Zw;/l\ r: zl’—(]\ le 5=
"X 2 °KX -

A A

Slika 6.2. a) osnovna kinematicki odredena konstrukcija za okvirni nosac prema slici 6.1.a, b)
osnovna kinematicki odredena konstrukcija za okvirni nosac¢ prema slici 6.1.b

Osnovna kinematicki odredena konstrukcija za okvirni nosa¢ prema slici 6.1.a prikazana je na
slici 6.2.a, dok je osnovna konstrukcija za okvirni nosac¢ prema slici 6.1.b. prikazana na slici
6.2.b.

Kanonska jednadzba metode pomaka za okvirni nosa¢ prema slici 6.1.a glasi:
k,-Z+0,=0, (6.2)
gdje su k,, koeficijent krutosti, a O, slobodni ¢lan.

Koeficijent k,, u fizikalnom smislu predstavlja moment ukljeStenja u dodanoj vezi u ¢voru B
koji nastaje od jedini¢nog kutnog zakreta Z, =1 istog ¢vora, dok Q. predstavlja moment

ukljestenja u dodanoj vezi u ¢voru B od vanjskog opterecenja.

RjeSavanjem jednadZbe (6.2) dobije se kutni zakret Z, =1 slobodnog ¢vora B.

Konacna vrijednost momenta savijanja u proizvoljnoj toc¢ki T okvirnog nosaca dobije se prema

1zrazu:

My,T =m, Z, +MyF7T. (6.3)
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Kanonske jednadzbe metode pomaka za okvirni nosa¢ prema slici 6.1.b glase:

k11'21+k12'51+Q1F =0

) (6.4)
k21 'Zl +k22 ’51 +Q2F =0

gdje su k; koeficijenti krutosti, a O, slobodni ¢lanovi.

Koeficijent k; u fizikalnom smislu predstavlja poop¢enu silu u dodanoj vezi na mjestu i (bilo

moment ukljeStenja u dodanom ukljestenju bilo silu u dodanom Stapu) nastalu od jedini¢nog

poopcéenog pomaka (bilo kutnog zakreta bilo linearnog pomaka) na mjestu j. Slobodni ¢lan O,

predstavlja poopc¢enu silu u dodanoj vezi na mjestu i od vanjskog opterecenja.

Za okvirni nosac na slici 6.1.b te njemu kinematicki ekvivalentni nosa¢ na slici 6.2.b znacenje

koeficijenata krutosti i slobodnih ¢lanova je sljedece:

k,, — moment ukljeStenja u dodanom ukljestenju u ¢voru B zbog jedini¢nog kutnog zakreta
Z, =1 istog ¢vora;

k,, — moment ukljeStenja u dodanom ukljeStenju u ¢voru B zbog jedini¢nog linearnog
pomaka ¢, =1 ¢vorova B1iC;

k,, — sila u dodanom Stapu u ¢voru C zbog jedini¢nog kutnog zakreta Z, =1 ¢vora B;

k,, —sila u dodanom S§tapu u ¢voru C zbog jedini¢nog linearnog pomaka &, =1 ¢vorova B
1C;

O, —moment ukljeStenja u dodanom ukljestenju u ¢voru B zbog vanjskog opterecenja;

0, — silau dodanom Stapu u ¢voru C zbog vanjskog opterecenja.

Jednadzba (6.4) moZe se napisati u matricnom zapisu:

kll k12 X Zl —_ QIF (6 5)
k21 k22 51 QZF . .

Prvi ¢lan na lijevoj strani jednadzbe (6.4) naziva se matrica krutosti, a njezini ¢lanovi su
koeficijenti krutosti. Drugi ¢lan na lijevoj strani je vektor nepoznanica (nepoznatih poopcenih
pomaka), dok je na desnoj strani vektor slobodnih ¢lanova.

RjeSavanjem matri¢ne jednadzbe (6.5) dobiju se poopceni pomaci: kutni zakret Z, ¢vora B i

linearni pomak ¢, ¢vorova B i C.

Konacna vrijednost momenta savijanja u proizvoljnoj toc¢ki T okvirnog nosaca dobije se prema

1zrazu:

M,y =my -2 +my, o+ My (6.6)
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U ovim skriptama razmatrat ¢e se samo zadatci kod kojih postoje kutni zakreti slobodnih krutih

¢vorova, tj. za koje vrijedi N, =0.
Kinematic¢ka neodredenost jednaka je prema (6.1.) broju slobodnih krutih ¢vorova:
N=N,.
Umetanjem ukljeStenja na mjestima krutih ¢vorova sprjecavaju se kutni zakreti, a konstrukcija

je podijeljena na niz nosaca koji su ili na oba kraja uklijesteni ili su na jednom kraju uklijesteni,
a na drugom zglobno vezani.

Nastali se nosaci zbog vanjskog opterecenja savijaju te se ovisno o vanjskom opterecenju dobiju
momenti savijanja prema slikama 6.3.a i b, odnosno 6.4.a1b.

Spomenuti dijagrami mogu se dobiti rjeSavanjem donjih staticki neodredenih zadataka
metodom sila.

b)

ql’/12 M,y gl'/12 ql'/8 M,

Slika 6.3. Nosac opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optereéenjem s dijagramom
momenta savijanja: a) obostrano uklijesten nosac, b) nosac na lijevom kraju uklijesten, a na desnom
zglobno vezan za podlogu.

a) b)
I I
-{ ! > - l »
FI/8 5F1/32
@
o &
Fl/8 M FU8 M

yF

wF 3Fi/16

Slika 6.4. Nosac opterecen koncentriranom silom na sredini raspona s dijagramom momenta
savijanja: a) obostrano uklijesten nosac, b) nosac na lijevom kraju uklijesten, a na desnom zglobno
vezan za podlogu.

Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestima umetnutih ukljestenja
dodaju odgovaraju¢i kutni zakreti. Momenti savijanja nastali od jedini¢nog kutnog zakreta
prikazani su slici 6.5.a1b.
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a) b)

v AS
T
= ! >
IEN
nlvl
@

2El1

Slika 6.5. Nosac opterecen jedinicnim kutnim zakretom na lijevom kraju s dijagramom momenta
savijanja: a) obostrano uklijesten nosac, b) nosac na lijevom kraju uklijesten, a na desnom zglobno
vezan za podlogu.

U ovim skriptama razmatrat ¢e se primjeri koji su jedanput kinematic¢ki neodredeni — kanonska
jednadzba metode pomaka je prema izrazu (6.2), odnosno dva puta kinematicki neodredeni —
kanonske jednadzbe metode pomaka su prema izrazu (6.3).

Za odredivanje koeficijenata krutosti k; posluzit ¢e dijagrami momenata savijanja prikazani na

slici 6.5.a1 6.5.b, dok ¢e za odredivanje slobodnih ¢lanova Q,. trebati dijagrami prikazani na

slikama 6.3.a16.3.b te 6.4.a16.4.b.
Metoda pomaka detaljnije je objasnjena na primjerima koji slijede.
Primjer 6.1.

Za linijski nosa¢ zadan i1 opterecen prema slici 6.6. valja odrediti dijagrame poprecnih sila i
momenta savijanja koristec¢i se metodom pomaka.

Zadano je: ¢, [, I,=1,F, L =31,1,=21,F=2-q-1.

vy vB
oy

Slika 6.6. Primjer 6.1.

Rjesenje:
Zadatak je jedanput kinematicki neodreden (mogucénost zakretanja presjeka B).

Osnovna konstrukcija (ekvivalentna kinematicki odredena) dobije se iz zadane umetanjem
dodatnog ukljestenja u presjeku B, koje sprjecava kutni pomak krutog ¢vora B.

Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestu prekobrojne veze

(ukljesStenje u B) doda odgovarajuéi kutni pomak Z, (slika 6.7.a). Time je osnovna konstrukcija

svedena na dva odvojena nosaca: nosa¢ AB koji je u A zglobno vezan, a u B uklijesten te nosac
BD koji je uklijesten na oba kraja (slika 6.7.b).
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Osnovna jednadzba metode pomaka prema (6.2) glasi:
ky-Z+0=0,

gdje su k,, koeficijent krutosti i Q,. slobodni ¢lan. Njihovo fizikalno znacenje je sljedece:
koeficijent k,, predstavlja moment na mjestu dodanog ukljeStenja zbog jedini¢nog kutnog
zakreta Z =1, dok Q,, predstavlja moment na mjestu dodanog ukljeStenja zbog djelovanja
vanjskog opterecenja. Ta dva momenta usmjerujemo u istu stranu kako smo usmjerili kutni
zakret.

Dijagrami momenata savijanja dijelova AB i BD zbog djelovanja vanjskog optere¢enja M .

(slika 6.7.b) odreduju se prema slici 6.3.b 1 6.4.a te su prikazani na slici 6.7.c. Dijagrami

momenata savijanja za dijelove AB 1 BD m, zbog jedini¢nog kutnog zakreta Z, =1 (slika

6.7.d) odredeni su prema slikama 6.5.b 1 6.5.a 1 prikazani su slikom 6.5.e.

Z al
q Y 1F
ivvvvvvvvvvvvv D
L ] ’
Aﬁ_” AEEAIRARES B
1F
B D
c)
bx
d)
D
e
l")C

AEI,
Slika 6.7. Primjer 6.1.
Koeficijent krutosti k,, dobije se iz momentne jednadzbe ravnoteZe promatranjem ravnoteze

dijela nosaca izmedu dvaju bliskih presjeka postavljenih lijevo i desno od krutog ¢vora B (slika
6.8.a) kako slijedi:
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a) b)

i QlFm
I / 1 i 1 il 1
3E[/IJL L ) 4E1/1, ql,/8 ( é ) FL,/8
B B

Slika 6.8. Primjer 6.1.

3E-1 4-E-1

M.=0: k, -
Z B 11 ll Zz

0,
" 3-E-I 4-E-I 3-E-I 4E-I 3-E-I

k, + +
A L, 3.] 2.1 /

Na isti je nacin odreden slobodni ¢lan (slika 6.8.b):

q-; F-,
M. =0: +1 02 29,
LMy =00 O +5t-—
2
gl F-l, q-(3-l) 2-q-1-2-1 5 2
Or 8 8 8 8 g 1

U presjecima lijevo i desno od ¢vora B na slici 6.8. nacrtani su samo momenti savijanja jer se
utjecaj poprecnih i uzduZznih sila na odredivanje koeficijenta krutosti k,, i slobodnog ¢lana Q,,.

moze zanemariti.

Iz osnovne jednadzbe metode pomaka (6.2) dobije se sada kutni zakret:

—Z.q-?
Z:QIF _Sq :iqZS
Yk, 3-E-1 24 E-I
!

Konacne vrijednosti momenta savijanja u karakteristicnim to¢kama nosaca raunaju se prema
izrazu (6.3):

M, =m 2+ M, .

Y,

Sada je:

E. Booag R a3 a-(3-1)V
yw3EL S ol gh 3 54l 4 (8 ) =0,917-q-12,

_4-E-1 5 gF' Fl, 4 5qI° 2.q-1-21
e I, 24 E-I 8 2:1 24

=-0,917-q-1%,
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3 3
E1 5 g Fi__ 1 5qF 24121

= — =0,396-q-1,
e I, 24 E-I 8 2-1 24 1
3 3
D=2 El 5 g’ F, 2 5q-I 242 l:—0,292-q-12.
> l, 24 E-1 8 21 24 8

Iz dobivenih vrijednosti momenata savijanja u karakteristicnim tockama mogu se poprecne sile

izraunati iz jednadzaba ravnoteze odsjecenih dijelova nosaca prema slici 6.9.

Za dio AB (slika 6.9.a) uvjeti ravnoteze glase:

ZMB =0: -0 ,-l+q-] '151+MyA,]; =0,

ZFZ =0: -0 ,+q-+0% =0.

1z gornjih jednadzaba dobije se:

J?
%+Mﬁ§ 0,5-q-(31) +(-0,917-¢-1*)
Qrn = ] - 31

=1,194-¢-1,

0 =0 ,-q1=1,19-q-1-q-3-1=-1,808-¢1.

Z

Budu¢i da su predznaci gornjih poprecnih sila razliciti, negdje izmedu A 1 B poprecna sila
jednaka je nuli i na tom je mjestu lokalni ekstrem funkcije momenta savijanja.

U proizvoljnom presjeku izmedu A i B izrazi za poprecnu silu i moment savijanja glase:

Qz :QZ,A_C]'XZO,194-q-l—q-x,
My :QZ,A.x_q'x'g:1,194'q'l-x—0’5.q.x2'

Poprecna sila jednaka je nuli u presjeku udaljenom od presjeka A za

Qz :QZ,A_q.x:()’
:Qz,A:17194ql:1,194l
q q

Vrijednost lokalnog ekstrema momenta savijanja iznosi:
2 2
M,=1,194-q-1-x-0,5-q-x* =1,194-¢4-1-1,194-1-0,5-q-(1,194-1)",

2
M, =0,713-q-.
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a) b)

1 M, M, lF M,
vvvlviivvilvivi@l G @
e BDT 12 ‘ L2 |
YO 5 Q.sl i YO.p

Slika 6.9. Primjer 6.1.

Za dio BD (slika 6.9.b) uvjeti ravnoteze glase:

ZMD =0: -0% -12—1\4;3};“?-%2+M%D =0;

YF=0: -0 +F+0.,=0.
RjeSavanjem gornjih jednadzaba dobije se:
BD 2 2
]m:Mw—Mﬂ+E:—sz¢z—@Qquzhgqi
i l, 2 21

=1,313-¢-1,

0., =0 ~F=1,313-q-1-2-g-1=—0,688-¢-1.

z

Prema dobivenim vrijednostima crtaju se dijagrami unutarnjih sila koji su prikazani na slici
6.10.

oy s

A A
F,\ TF“ F[
0.\
1,194¢! 1,313¢g/
@
= X
©
0,688¢/
1,806¢/
0,39647"
® x
e :
0,292¢7°

0,917g7"
Slika 6.10. Primjer 6.1.
Primjer 6.2.

Za okvirni nosa¢ zadan i optere¢en prema slici 6.11. valja odrediti dijagrame uzduZznih sila,

poprecnih sila i momenta savijanja.
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Zadanoje: ¢, 1,1, E, [ =2-1,1,=2-1,1,=1,=1,1,=2-1, F=3-q-1.

F
Y D

El,

L2 1,/2

=3 = > >

Slika 6.11. Primjer 6.2.
Rjesenje:
Zadatak je jedanput kinematicki neodreden (mogucnost zakretanja presjeka B).

Osnovna konstrukcija (ekvivalentna kinematicki odredena) dobije se iz zadane umetanjem
dodatnog ukljestenja u presjeku B, koje sprjecava kutni pomak krutog ¢vora B.

7 F
(\B Y D
R

EI,

e | mm

Slika 6.12. Primjer 6.2.

Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestu prekobrojne veze

(ukljestenje u B) doda odgovaraju¢i kutni pomak Z, (slika 6.12.). Time je osnovna konstrukcija

svedena na dva nosaca: nosa¢ AB koji je uklijeSten na oba kraja i nosa¢ BD koji je uklijeSten
na lijevom kraju a zglobno oslonjen na desnom kraju (slika 6.13.).

Osnovna jednadzba metode pomaka glasi prema (6.2):

k11'Z1+Q1F =0.

104



F 5F1/32
D ql/12 ®

C A 5

3FL,/16

>
- >,
A /12

Slika 6.13. Primjer 6.2.
Prije izraCunavanja koeficijenta k,, 1 slobodnog ¢lana (. potrebno je odrediti dijagrame
momenata savijanja dijelova AB i BD zbog vanjskog optere¢enja M . (slika 6.13.) te m,,

zbog jedini¢nog kutnog zakreta Z =1 (slika 6.14.).

Z=1
lel (\
(\ | B _ﬂ? AEI/,
B
o
@
3EL,
m,
S
A 2E1 /1,

Slika 6.14. Primjer 6.2.

Koeficijent krutosti k;, dobije se iz momentne jednadzbe ravnoteze promatranjem ravnoteze

dijela nosaca izmedu dvaju bliskih presjeka postavljenih neposredno uz kruti ¢vor B (slika
6.15.a) kako slijedi:

4E1 3El,_,

ZMB:O: k- 7 ; ,
1 2

_AE L 3ED, 4-E-I+3-E-(2-1) _5-E-l

ky i i 2.1 2.1 i
1 ] . .

Na isti je nacin odreden slobodni ¢lan (slika 6.15.b):
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¢-; _3FL_

M,.=0: +

Z B O 12 16 ,

0 __q-112+3-F-12__q'(2-l)2+3-3-q-l-2l_2. 5

T N 12 16 2 1
a) b)
.

aEL N N

Slika 6.15. Primjer 6.2.

Iz osnovne jednadzbe metode pomaka dobije se sada kutni zakret:

19 2

N |
Z:_Q1F2_24q :_19.9'13
bk, S-E-T 120 E-T°
I

Konacne vrijednosti momenta savijanja u karakteristicnim to¢kama nosaca racunaju se prema

izrazu (6.3):

M, =m, - Z+M ..

y

Sada je:
v 2E (19 gl gl
VA D)
A 120 E-1) 12
2
2.E-1 19 g q-(21) 7 2
= .1 = q-I*=-0,175-q-1,
AT 120 BT 12 40 7 1
A0 :4-E-Il. 19 'q‘l3 _q~112
».B s
/ 120 E-1) 12

w_ 4E1 19 gP q(20) 13
B 2.1 120 E-I 12 20 ¢

C3E-L, (19 ¢-I') 3-F-,
A 120 E-1 16

b

BD _
My’B =

w_3E-21 19 ¢-I' 33121 13
B 2.1 120 E-I 16 20

q-I’=-0,65-q-1%,
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3-E-1 19 g-I\ 5-F-1
My,C:_ 2 | 9 " 2
21, 120 E-I 32

3
_3-E-2-1 19 gl +5 3-q-1 2Z=ﬂ-q-12=1,175-q-12,

YO0 120 E-T 32 40
3
M, =012 .4 5
y 120 E-T

Poprecne sile mogu se izraCunati iz dobivenih vrijednosti momenata savijanja u
karakteristiénim tockama razmatrajuci ravnotezu odsjecenih dijelova nosaca prema slici 6.16.

Za dio AB (slika 6.16.a) uvjeti ravnoteze glase:

l
ZMB =0: -M,,-0..l+q-] -51+My,B =0;

ze:O3 _QZ,A+‘]’Z1+Q$:0-

a) . b)
B AB
= : .Il: Q:A,AB B D
. /
112 L,/2 >l
» 25 -t 2
' Q:Bl—];)L Q:.[)
-
ql_, /
= 1
-
—
-
»
T "-_"L Q;.A

Slika 6.16. Primjer 6.2.

Iz gornjih jednadzaba dobije se:

0. - My =My gl —0,65-q-1 —(—0,125-q-12>+ g2l
A l 2 21

=0,763-q-1,

0 =0 ,-9q1=0,763-q-1-q-2-1=-1,238-q-1.

z

Budu¢i da su predznaci gornjih poprec¢nih sila razliciti, negdje izmedu A i B poprecna sila

jednaka je nuli i na tom je mjestu lokalni ekstrem funkcije momenta savijanja.

U proizvoljnom presjeku izmedu A i B izrazi za poprecnu silu i moment savijanja glase:

0.=0.,—q-x=0,763-q-1—q-x,
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M,=M,,+0., ~x—q-x%=—0,125-q-12 +0,763-q-1-x—0,5-q-x".

Poprecna sila jednaka je nuli u presjeku udaljenom od presjeka A za

Qz:Qz,A_q.x:()a x:QZ,A:0’763.q.l:0,763'l.

q q

Vrijednost lokalnog ekstrema momenta savijanja iznosi:
2
M, =—0,125-q-1>+0,763-¢-1-0,763-1-0,5-¢-(0,763-1) =0,116-q-1*.

Za dio BD (slika 6.16.b) uvjeti ravnoteze glase:
S My =0 QM+ F 20

YF =0 -0X+F+0,,=0.

z

RjeSavanjem gornjih jednadzaba dobije se:

_ PP —(-0,65-¢q-1° g
Qf‘§=—”3+5: ( 1 )+3ql=l,825~q~1,
: L, 2 21 2

0.,=0"-F=1,825-q-1-3-q-1=-1,175-¢-1.

Uzduzne sile mogu se izracunati iz dobivenih vrijednosti poprecnih sila iz uvjeta ravnoteze
postavljenih za kruti ¢vor B koji je iz zadanog nosaca izrezan s dva bliska presjeka prema
slici 6.17.

U presjecima na slici 6.17.a prikazane su samo pozitivne unutarnje sile potrebne za

izraCunavanje uzduZne sile N, dok su na slici 6.17.b prikazane samo pozitivne unutarnje sile

potrebne za izracunavanje uzduzne sile N, .

a) b)
% NBD
B B l

BD

Q.5

AB

Q.5

-
NABI

Slika 6.17. Primjer 6.2.

Uvjeti ravnoteze postavljeni su u odnosu na uzduzne osi x1 1 x2 lokalnih koordinatnih sustava i
glase:

ZE{ =0: NBD_QZA,E =0;

Zszo: Ny +0% =0.

108



Rjesavanjem gornjih jednadzaba dobije se:
Nyp :QZA’IS =-1,238-¢-1;
Ny =-00p =-1,825-q-1.

Prema dobivenim vrijednostima unutarnjih sila u karakteristi¢cnim tockama crtaju se dijagrami
unutarnjih sila koji su prikazani na slici 6.18.

W
I

-
i S
™ FD}'
| = 1,238/
S
7 41 - ©
-
-
»
L > N
1,825q1
MA: ‘ ; F/\x
Fay 1,175¢1"
1,825¢1
@ @
0,651
o /12384l © /6/ o
v,
T
5 |
0,116g7 |
0,763/
® 02 X , M,
0,175¢7"
0,763q!
Slika 6.18. Primjer 6.2.
Primjer 6.3.

Okvirni nosac€ zadan je 1 optere¢en prema slici 6.19. Primjenom metode pomaka treba odrediti
dijagrame poprecnih sila i momenta savijanja.

Zadano je: q, [, E, I,,te F=3-q-1, [ =21, ,=3-1, ,=4-1, ,=2-1,, I,=2,5-1,
I;=18-1,, ¢g=10kN/m, /=1m, E=210GPa.
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1,/2

1,/2

Slika 6.19. Primjer 6.3.

RjeSenje:
Zadatak je jedanput kinematicki neodreden s obzirom na to da postoji kutni zakret slobodnog
krutog ¢vora B pa je:

N,=1; N,=0; N=N,+N,=1+0=1.

Osnovna konstrukcija (ekvivalentna kinematicki odredena) dobije se iz zadane umetanjem
dodatnog ukljestenja u presjeku B, koje sprjecava kutni pomak krutog ¢vora B.

Zl
N
.
B\/ivivlvil\;r »
A 4 - =
= EI / EI
12
F__ID Y
_El |
b
1/2

Slika 6.20. Primjer 6.3.

Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestu prekobrojne veze

(ukljestenje u B) doda odgovaraju¢i kutni pomak Z, (slika 6.20.). Time je osnovna konstrukcija

podijeljena na tri odvojena nosaca: nosa¢ AB koji je u A zglobno oslonjen, a u B uklijesten;
nosace BC 1 HB koji su uklijeSteni na oba kraja (slika 6.21.a).

Osnovna jednadzba metode pomaka glasi prema (6.2):
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kiy-Z,+0=0.
U svrhu izracunavanja koeficijenta &, i slobodnog ¢lana Q,, potrebno je odrediti dijagrame

momenata savijanja dijelova BC i HB zbog vanjskog opterecenja M . (slika 6.21.b) te

dijagrame momenta savijanja m,, za sva tri dijela zbog jedini¢nog kutnog zakreta Z =1 (slika

6.22.).

A_x_ B —_—— B C

b)

gl 12

Fl./8
Slika 6.21. Primjer 6.3.
Dijagrami momenata savijanja dijelova BC i HB zbog djelovanja vanjskog optere¢enja M

odredeni su prema tablici 6.1., koja se nalazi na kraju ovog poglavlja.

Prema istoj tablici odredeni su za sva tri dijela dijagrami momenta savijanja 7 , nastali od

vl

jedini¢nog kutnog zakreta Z, =1.
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A-& lB

b)

2EL/,

2EL/,
Slika 6.22. Primjer 6.3.

Koeficijent krutosti k,, dobije se iz momentne jednadzbe ravnoteZe promatranjem ravnoteze

dijela ¢vora B izrezanog iz zadanog okvirnog nosaca s tri bliska presjeka (slika 6.23.a) kako

slijedi:
a b
b ) Ok 4
(:; N L, N\
— ) )
3EI/, B B ql/12
\\—’ﬁggﬂj \“’ﬂﬁJS

Slika 6.23. Primjer 6.3.
3-E-1, 4-E-1, 4-E-I
+ + =

D My=0: —k,+ 0,
B 11 ll 12 13
E. E. E-I, 3-E-2-1 4-E-251 4E-181
k“:3E11+4E12+4E13: v v y
I, L, I, 2-1 3.1 4.1
_122 B,
Yos o
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Na isti je nacin odreden slobodni ¢lan (slika 6.23.b):

qg-l; F-l
ZMB:O: -0 — 122 +_83=0,

E5 +F.13 :_q.(3.1)z +(3"1'1)'(4'1)=3.q-12.

Or=""1 "3 12 8 4

Iz osnovne jednadzbe metode pomaka (6.2) dobije se sada kutni zakret:

i. 2
Z:—QIF:— 4 q :—45-q.13 .
'k, 122 E, 488 E-I,
15 1

Konacne vrijednosti momenta savijanja u karakteristicnim to¢kama nosaca racunaju se prema
izrazu (6.3):

M Z+M

1 =My 14 VT -

Sada je:

AB _3-E-2-1y [ 45 q-I

> =0,277-q-I’ =2,77kN-m
: 2:1 488 E-I,

s _4E25 (45 g q(31) _ 516
2 488

= —=—.q-I
- 3.1 488 E-I, "

M}, =-1,057-q-1° ==10,57 kN -m,
2E-250, (45 ¢.P) q(31) 201
M, .=~ N - == .41
" 3.0 488 E-I, 12 488

M, =-0,59-q-I=-596 kN -m,

C2-E18: _[_ 45 q-F J_(3-q-z).(4-1) 1545

_ - %
T 488 E-1, 3 976 17

M, =-1,583-q-1°=—15,83kN -m,

vy o EL8L [ 45 gf +(3-q-l)-(4-l)_3009' P
- 4:1 488 E-1, 8 1952
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M,,=1,541-q-1> =15,41kN-m,

s AESL (45 P (gl (&) et
- 4.1 488 E-I, 8 488 7

M} =-1,334.q-1 =-13,34kN -m.

Poprecne sile mogu se dobiti razmatranjem ravnoteze odsjecenih dijelova nosaca nakon $to su

odredeni momenti savijanja (slika 6.24.).

a) b) c)
ME M e q N
i Y B »C
B
" 9 Qr__Q“B @{viivlvivi\@
L ki ’l e L
~AB BC =
Q:--\ Qz, B [3 9] Qr(; L Q:,C
i v
T A
1,/2
LQ_,n

e

Slika 6.24. Primjer 6.3.
Za dio AB je (slika 6.24.a):

ZMB =0: —Q. L +M5=0,

_ My 0,277--F

oz I, 21

=0,138-¢-1=1,38kN;

SFE =0 -0, +0%=0,
0 =0, ,=0,138-q-1=1,38kN.

Za dio BC poprecne sile odredene su kako slijedi (slika 6.24.c):

> M.=0: - fg-lz—Mf,]C3+q~lz~%2+M%C=0,
QBC:My,C_Mf,(l;_i_Q'lz.
=B A 2’
~0,596-q-1> —(~1,057-q I (3.1
o = I 35 9 )+q( )=1,654-q-l:16,54kN;
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ZFZ =0: -0 +q-L,+0..=0,
0. :ijg —q-1,=1,654-q-1—q-(3-1)
0..=-1346-q-1=-13,46 kN .

Budu¢i da je ovaj dio nosaca opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim opterec¢enjem

izraz za poprecnu silu je linearna funkcija, a izraz za moment savijanja kvadratna funkcija.

Lokalni ekstrem momenta savijanja jest na mjestu gdje je poprecna sila jednaka nuli i moze se
dobiti kako slijedi:

Qz(x)zng—q~x=1,654-q-l—q-x:0,

x=1,654-1,

2

My(x)=Mf‘BC+Qfg-x—q-x-§:—1,057-q-12+1,654-q-l-x—q-%,

) (1,654-1)°
M, (1,654-1)=-1,057 g1 +1,654-q-l-1,654~l—q~T,

M, (1,654:1)=0,311-q-1°.
M, (1,654-1)=3,11kN-m.
Za dio HB poprecne sile dobiju se na sljedec¢i nacin (slika 6.24.b):

ZMB =0: -0 4L _My,H+F'%+MEg =0,

M;I,];_MyH F

= 4
Qz,H l3 2
HB
0. - Mja =M, F_ —13,34—(-15,83) .30,
’ A 2 A 2

0.4 =15,62kN;

ZEZO _Qz,H+F+Qzl:l]§:07
o =0 ,~F=1562-30.

O =-14,38kN.

Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 6.25.
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16,54

q
Fy i YYVYVYYVYY L A 2
—_—
T 0
s o
13,46
F 15,62
14,38
@
Fy, Q. kN
M, T 1,65
FH:

Slika 6.25. Primjer 6.3.

Primjer 6.4.

Za simetri¢ni okvirni nosa¢ simetri¢no optere¢en prema slici 6.26. primjenom metode pomaka

treba odrediti dijagrame unutarnjih sila ako je zadano: ¢, I, E, I, =1 te [, =21, I, =1,

F=2.gq-l.

172

Slika 6.26. Primjer 6.4.
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RjeSenje:
Zadatak je tri puta kinematicki neodreden s obzirom na to da postoje kutni zakreti dvaju

slobodnih kutnih ¢vorova C i D te linearni horizontalni pomak ¢vora D (Evor C ako se zanemari

rastezanje dijela CD ima isti linearni pomak kao i ¢vor D) pa je prema (6.1):
N=N,+N,=2+1=3.

Budu¢i da se radi o simetri¢noj konstrukciji, koja je uz to simetricno optere¢ena, moze se
zakljuciti da je kutni zakret krutog ¢vora D jednak po iznosu kutnom zakretu krutog ¢vora C i

suprotno usmjeren (slika 6.27) te da linearni pomaci ¢vorova C i D moraju biti jednaki nuli.

Dakle, zbog simetrije postoji samo jedna nepoznanica Z,, tj. kutni zakret ¢vora C ili D.

Osnovna konstrukcija (ekvivalentna kinematic¢ki odredena) dobije se iz zadane umetanjem
dodatnih ukljestenja u ¢vorovima C i D, koja sprjecavaju kutne pomake krutih ¢vorova C 1 D.

Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestima umetnutih ukljeStenja u
C 1 D dodaju odgovaraju¢i kutni pomaci Z,, jednaki po iznosu i suprotno usmjereni. Time je

osnovna konstrukcija podijeljena na tri odvojena nosaca koja su uklijeStena na oba kraja (slika
6.27).

Slika 6.27. Primjer 6.4.

Kanonska jednadzba metode pomaka sada glasi:
kiy-Z,+0,=0.
Radi izraCunavanja koeficijenta k,, 1 slobodnog €lana Q,,. potrebno je odrediti dijagrame

momenata savijanja zbog djelovanja vanjskog opterecenja M . (slika 6.28.) i dijagrame

momenta savijanja m, zbog jediniCnog kutnog zakreta Z =1 za pola konstrukcije (slika

6.29.).
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f ISR * 2
—— 1 D A
C J a2 e/ Fis
<2
EE
i RS
F18¢ @
MuF
©
A F1./8

Slika 6.28. Primjer 6.4.
Dijagram momenta savijanja m, za horizontalni dio CD (slika 6.29.) dobiven je
superpozicijom: od kutnog zakreta Z, =1 krutog ¢vora C i kutnog zakreta Z, =1 krutog ¢vora

D prema tablici dijagrama 6.1. na kraju ovog poglavlja.

Z=1 Z=1
Zl=] (\ q
AEI
(\ C | " | D 1 J
¢ J
©
@ 2EI,
=2
E=hi=
RS
m,s«‘l
S)
2 2E,

Slika 6.29. Primjer 6.4.
Koeficijent krutosti k,, dobije se iz momentne jednadzbe ravnoteZe promatranjem ravnoteze

¢vora C izrezanog iz zadanog okvirnog nosaca s dva bliska presjeka (slika 6.30.a) kako slijedi:

ZMC =0: k11_4.f.1_2.f.1 =0,
1 2

p _4EL 2Bl _4E1 2El_4EI
R A 2-1 I [
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a) b)

ku (—\ QI.’- (—\
/ D 7 D g
2EI/, ahila

C

AEIN. ) \_Ari18
Slika 6.30. Primjer 6.4.

Na isti je nacin odreden slobodni ¢lan (slika 6.30.b):

F-l q-I
M.=0: +—L -1 2 =0y,
2Me Qrt—g T =
F-l, gl _ (29:0)(2:0) g _ 5
OF=- + =— + =——-q-l".
8 12 8 12 12

Iz osnovne jednadzbe metode pomaka (6.2) dobije se sada kutni zakret:

_3. e
7 :_QIF ___12 7 :i_q'P.
bk, g E1 48 EI
l

Momenti savijanja u karakteristicnim tockama nosaca racunaju se prema izrazu (6.3):

M, =m, 2+ M.

Dalje je:
_2EI1 5 g Fi 2 5q (2:q1)(2)
»A I, 48 E-I 8 20 48 8 ’
29
M =-"2.q-1=-0,604-q-1°;
W= Tag q
_E-I.i.q-l3+F~ll_L'S-q-ﬁ+(2-q-l)-(2-l)_£' 5
BET TR ET T 8 24 48 8 96 17"
M,,=0,552-q-1°;
MAC:4-E-I.i_q-l3_F-ll :i_S-q-F_(2-q-l)-(2~l):_£‘q
YO 48 E-I 8 20 48 8 48

M ¢ =-0,292-q-I%;

_2-E-1.i.q-l3_q~l§= 2 5.g- q-° 14 P

MCD=
CTTTT R ET 12 1 a8 12 ag !

M =-0,292-g-1%;

N

5
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3 2 3 2
J__2E1_i.ql+qlz:_g.5ql Lt :_l.q.lz’
” l, 48 E-1 24 I 48 24 6

M, =-0,167-q-I.

Razmatranjem ravnoteze odsjeCenih dijelova nosaca nakon $to su odredeni momenti savijanja

mogu se odrediti poprecne sile (slika 6.31.).

Za dio AC je (slika 6.31.a):

DM =05 —Q. =M, +F LM =0,

M M ~0,292-q-1* —(<0,604-¢-1*) 2.,.
O S T ¢~ 1 )+2 911 156.4-1;
’ I 2 21 2

SE=0: -0, +F+0=0,

QAC _Qz,A_F:19156ql_2ql:—0’844ql

z,C

Za dio CD poprecne sile odredene su kako slijedi (slika 6.31.b):
l
D M,=0: —0%-L,-M2+q-1, -52+MY,D =0,

-l -l
chg :_q22 =q7=(),5.q.[;

YE =0 -0%+q-L+0.,=0,
0.,=0%-91,=05q1-q-1=-0,5-q1,

Qz,J :Qz(fg_O:Sq'l2 :O,S'q'l—O,S'q'ZZO.

a) b)
M, l J: 4
y/a = 0 M, C YyYyVvYyvyy \9MD
A \
. €3 YO.p
1
F
——1
1,/2
“_‘L Q:,r\

Slika 6.31. Primjer 6.4.
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Uzduzne sile mogu se dobiti razmatranjem ¢vora C (slika 6.32.) iz jednadzaba ravnoteze kako
slijedi:

ZF;:O: NCD_QS(SZO’

Nep =086 =—0,844 g1 ;

D F =00 =N, -0 =0,
Ny =-052=-0,5-q-1.
NC])

e € o
Q. =

Nea
Slika 6.32. Primjer 6.4.

Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 6.33.

q
- : 02924
vy : 034! o~ g
; = : 0,292qu'2 E; 0.1§7qu
0,844q1
)
F s 0,552¢1
; 0,8444!
N ® 0. M,
F‘A\‘ e

. ? ;M,\ 0,5q! 1,156/ 0,6044/"
F

Ay
Slika 6.33. Primjer 6.4.

Primjer 6.5.

Za linijski nosa¢ zadan i optere¢en prema slici 6.34. potrebno je odrediti dijagrame poprecnih
sila i momenta savijanja koriste¢i se metodom pomaka.

Zadanoje: q, 1, I, =1, E, [ =2-1,1,=3-1,1,=4-1.

Slika 6.34. Primjer 6.5.
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RjeSenje:
Zadatak je dva puta kinematicki neodreden (mogucnost zakretanja slobodnih ¢vorova B i C).

Osnovna konstrukcija (ekvivalentna kinematic¢ki odredena) dobije se iz zadane umetanjem

dodatnih ukljestenja u ¢vorovima B i C, koji sprjecavaju kutne zakrete istih ¢vorova.

Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestima prekobrojnih veza
(ukljestenja u B 1 C) dodaju odgovarajuci kutni pomaci Z, i Z,. Time je osnovna konstrukcija

svedena na tri odvojena nosaca: nosa¢ AB koji je u A zglobno vezan, a u B uklijeSten te nosace
BC 1 CD koji su uklijeSteni na oba kraja (slika 6.35).

Osnovne jednadzbe metode pomaka prema (6.4) glase:
ky-Z +ky-Z,+0,=0

ky Zy+ky-Z,+0,p =0.

In TTTMLZ]:L T

Slika 6.35. Primjer 6.5.
Dijagram momenta savijanja m , za dijelove nosaa AB 1 BC zbog jedini¢nog kutnog zakreta

Z, prikazan je na slici 6.36.b,

lelm Cl)

A _2_ B
VA4 l= l m
B C
m, A 3ElI, b)
- 2EI/,
® "
©
4E/,

Slika 6.36. Primjer 6.5.

dok je dijagram momenta savijanja m,, dijelova BC i CD zbog jedini¢nog kutnog zakreta Z,

prikazan na slici 6.37.b.

122



b)
m A AEI,

2EI,

®
®| _x
> /
2EI/,
2 AEI,

Slika 6.37. Primjer 6.5.

Dijagram momenta savijanja M , zbog djelovanja vanjskog optereenja za cijeli nosa¢ dan je

na slici 6.38.

Svi navedeni dijagrami dobiveni su prema tablici 6.1.

q q

3 2
qli/12 qly/12

Slika 6.38. Primjer 6.5.

Koeficijenti krutosti &, 1 k,, mogu se dobiti promatranjem ravnoteze dijelova nosaca izmedu

bliskih presjeka postavljenih lijevo i desno od krutog ¢vora B (slika 6.39.a1 6.39.b) kako slijedi:

a) b)
ki, ki,

3EJ/1,Q il_) AEI/, : i l_) 2EI,
B B

Slika 6.39. Primjer 6.5.
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3-E-1 4E-_

My=0: k, - 0,
Z B 11 11 12
y _3Ed 4EI_3EI 4EI _1TE-I
R A 2.1 3.1 6-1

2-E-I
D My=0: k- 1 =0,

2

_2-E-1 _2-E-I
, 3.0

k12

Koeficijenti krutosti k,, 1 k,, na isti na¢in mogu se dobiti promatranjem ravnoteZe dijelova

nosaca izmedu bliskih presjeka postavljenih lijevo 1 desno od krutog ¢vora C (slika 6.40.a i
6.40.b):

a) b)

4E[/12C i ‘1_)415’]/1!’3 ZEI/lzu i 1
C C

Slika 6.40. Primjer 6.5.

S M, ~0; (, HEL 4B
12 13
4-E-1 4E-I1 4E-I 4E-I 7-E-I
k22: —+ = —+ = ;
l L 3.0 40 3
2-E-1

dDM.=0: ky - 1 =0,
2
_2-E-1 2-E-I

k
A 3.1

Slobodni ¢lanovi Q. 1 O, ukanonskim jednadzbama metode pomaka dobiveni su prema slici
6.41.a 1 b kako slijedi:

a) b)

0™ 0™
b )
qlf/SLV % v-)qzjnz qu/lZ&v % v-) gli2

Slika 6.41. Primjer 6.5.
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2 2
ZMB=O: Q1F+q Zl -4 12‘=O,

8 12
g g (20 ¢ ¢,
O = + = + = ;
8 12 8 12 4

ql g
M.=0: @, +L=2_ 95 9,
DM, O +7 =10

al gl a(l) a4 747
12 12 12 12 12

O, =

Kanonske jednadzbe sada glase:

2
17-E I_Z]+2 E I_Zz+ql
6-1 31 4

2
2-E J_Zl+7 E I_Zz+7 q-1
3.1 3.1 12

RjeSavanjem gornjih jednadzaba dobije se:

_ 7 4k _107 g-F
Y222 E-IT TP 444 E-T

Konacne vrijednosti momenta savijanja u karakteristicnim to¢kama nosaca racunaju se prema

izrazu (6.6):

Sada je:

M, =m - Z +my - Z,+M ;.

MAB_3~E-1'[ 7 _q.z3j_q.zf_i_(_mq.p]_q.(z.z)z
2.

BT 222 ET) 8 1\ 222 g
AB 81 2 2
=g " =-0,547-qI*;

VT 1
yee - AEL( 7 gl 2-E-1[ 107 q-I') gL

e A 222 E-I A 444 E-T) 12°
e -4 Tal 2 107g-0 g(31)

».B ’

3.1 222 3. 444 12
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24
s ———3-q-12 =-0,547-q-1*;

YBT 444
MBC:2EI _ 7 ql3 +4E] _107ql3 _q]22
A 222 E-I I, 444 E-1) 12°

e 2 T-q-0 S 107-¢-P° _q-(3-1)2
»C ™ ’
3./ 222 ) 3.1 444 12

b 485

=T P =1,092--1;
»,C 444 q q

2

e __4-E-I_(_107.q-l3]_q-l32 4 107-g-F q(41)
»C -

1, 444 E-1) 12 41 444 12

485
22 P =-1,092-¢-1°;
YV 7
Yy 2B (107 gP) gl 2 107-g-1 _q:(41)
»PT 444 E-1) 12 4.1 444 12
1291
=———.q-’=-1,454-q-I".
T 7

Razmatranjem ravnoteze odsjeCenih dijelova nosaca nakon $to su odredeni momenti savijanja
u karakteristicnim presjecima nosaca mogu se odrediti poprecne sile na nacin kako je to
pokazano u prethodnim primjerima.

Za dio AB uvjeti ravnoteze glase (slika 6.42.):

q AB
‘ M

Ax vy l i' i v@ ’
0.0 —— o

Slika 6.42. Primjer 6.5.

ZMC =0: —QZ’A-11+M;§BB+q-zl~%=0,

AB
:My,B +Q'll :—0,547-q~l2 +q.2.]
I, 2 2.1 2

(03N =0,727-q-1;

ZFZ =0: -0 ,+q-,+0% =0,

05 =0 ,-91=0726-q-1-q-2-1=-1,274-q-1.

Z
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Unutar ovog dijela nosa¢a poprecna sila jednaka je nuli na udaljenosti x, od oslonca A, koja se

moze dobiti kako slijedi:
0.=0.,-9%=0727-q-1-q-x =0,
x,=0,727-1.
Izraz za moment savijanja glasi:
M, =0.,x-qx -%20,727@-)61 -0,5-q-x7,
a vrijednost lokalnog ekstrema je:
My(0,727-l):0,727-q-0,727-Z—O,S~q~(0,727-1)2 =0,264-q-1".

Za dio BC uvjeti ravnoteze glase (slika 6.43.):

MPBC q M{H(
S S
o —

Slika 6.43. Primjer 6.5.

S M, =0: -Qfg-zz-Mig+q.zz.%+Mgg:o,

2 2
Mﬁg—M3;+q.12 _-1,092:g:1 —(~0,547-q-1 )+q.3.1.
A 2 3.1 2

0% =
OF, =1318-q-1;

DF=0: -Q%+q-,+05 =0,

0% =% —¢-1,=1,318-g-1—q-3-1=—1,682-q-1

Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila jednaka je nuli na udaljenosti x, od oslonca B, koja se

moze dobiti kako slijedi:
0.=0,-q-x,=1318-q-1-q-x,=0,
x, =1318-1.

Izraz za moment savijanja glasi:

M, =Mf;+Qfg-x2—q-x2-%:—0,547~q-12+l,318-q'x2—0,5~q~x22,

a vrijednost lokalnog ekstrema je:
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2
M, (1,318-1)=—-0,547-¢q-I* +1,318-¢4-1,318-1-0,5-q-(1,318-1),
M, (1,318-1)=0,322-¢-I°.

Uvjeti ravnoteze za dio nosaca CD glase (slika 6.44.):

M\LD q ; M,
G
05 3 0.0

Slika 6.44. Primjer 6.5.
[
ZMD =0: _ch,g A _Mf,](): +q-1 '53+My,D =0,

2 2
M,y -M® L4k ~1,454-q-1° =(~1,092-¢-1 )+q.4.;.

CcD _
Cec 1, 2 4.1 2

0 =1,910-¢-1;

ZFZ =0: _ch,g"'q'ls"'Qz,D =0,
Qz,D =Q§B_q'l3 =1a910ql—(]4l,
QZ,D :_2,09611

Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila jednaka je nuli na udaljenosti X; od oslonca C, koja

se moze dobiti kako slijedi:

0.=0% ~4-x,=1,910-¢-1-¢-x, =0,

x; =1,910-1.
Izraz za moment savijanja glasi:

M, =M 40P x, —q-x, -%:—1,092-61-12 +1,910-g-x,—0,5-q-x2,
a vrijednost lokalnog ekstrema je:

M, (1,910-[) =-1,092-¢-I° +l,910-q~1,910-Z—O,5~q-(1,910~l)2,

M (1,910-1)=0,732-q-I*.

Prema izraCunanim vrijednostima za momente savijanja i poprecne sile u karakteristicnim
presjecima crtaju se dijagrami unutarnjih sila (slika 6.45.).
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Primjer 6.6.

Cididieritiotdisatitlisd v
A A A Q\
F, F, F, o
o 1,91041
1,318¢!
0,72641
©) < = » X
Rl 1,27441
= e 1,68241 oo
3318 R q
) 6.91] _
Ma
} 0,26441 032247 0.731r
2644
S\
& /@\ / »
o
S} S}
0,54741"
1,092¢7° :
1,4544[

Slika 6.45. Primjer 6.5.

Za simetri¢ni okvirni nosac koji je opterecen simetricno prema slici 6.46. potrebno je odrediti

dijagrame unutarnjih sila koristenjem metode pomaka.

Zadano je: g, I, I, =1, E t¢ F=2-q-l, [[=3-1, [,=2-1, =41, ,=2-1, I,=2-1,

L=1.

YYYYVYVYYY

~EI,

_EI,

| El,
E [3 El 2 e
L
Bl
ly

Slika 6.46. Primjer 6.6.

>

AAAAAAAAAALI
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RjeSenje:

Zadani okvirni nosa¢ ima Cetiri kruta slobodna ¢vora: ¢vorove C i D te njima simetricne ¢vorove
s desne strane simetrale. Takoder postoje i dva linearna pomaka: horizontalni pomaci ¢vorova
C 1D, koji su istovjetni horizontalnim pomacima simetri¢nih ¢vorova s desne strane simetrale,

jer se rastezanje horizontalnih dijelova nosaca zanemaruje.

Dakle, moze se pisati da je N,=4, N,=2, N=N,+N,=4+2=6,pa bi zadatak bio Sest
puta kinematicki neodreden.

Medutim, kako je okvirni nosa¢ simetrican i opterecen simetri¢no, to ¢e i deformirani oblik

nosaca nakon opterecenja biti simetrican, pa su kutni zakreti simetri¢nih ¢vorova po iznosu isti

1 suprotno usmjereni, dok su linearni pomaci jednaki nuli.

Stoga se moze zakljuciti da je zadatak dva puta kinematicki neodreden (moguénost zakretanja
slobodnih ¢vorova C 1 D).

Osnovna konstrukcija (ekvivalentna kinematicki odredena) dobije se iz zadane umetanjem
dodatnih ukljestenja u ¢vorovima C i D, koji sprjecavaju kutne zakrete istih cvorova.

Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestima prekobrojnih veza
(ukljestenja u C 1 D) dodaju odgovaraju¢i kutni pomaci Z, i Z,. Time je osnovna konstrukcija
svedena na Sest odvojenih nosaca (slika 6.47).

Z, e

¥\ (g

N O

Q vvv}
=
L]

w

Slika 6.47. Primjer 6.6.

Za rjeSavanje zadatka dovoljno je razmatrati pola konstrukcije pa ¢e se u daljnjem proracunu
gledati dio okvirnog nosaca lijevo od simetrale.

Osnovne jednadzbe metode pomaka prema (6.4) glase:
ky-Z,+ky-Z,+0, =0

ky-Z +k, Z,+0,=0.
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Za odredivanje svih koeficijenata u gornjim jednadzbama treba nacrtati dijagrame momenata
savijanja od jedini¢nih kutnih zakreta Z =1 1 Z, =1, kao 1 dijagram momenta savijanja od
vanjskog opterecenja.

Dijagram momenta savijanja m,, za dijelove nosaca AC, CD, CL i DH zbog jedini¢nog kutnog

zakreta Z =1 prikazan je na slici 6.48.

D 2EI/,
o
c Z=l | | |
- (\ | q o \ 4ELA, |
Z=1 ‘ C L ‘ 4E1 /1,
o
(\ | @ 2EL/L,
z=1 [c |
é m,
2EI/,
A

Slika 6.48. Primjer 6.6
Dijagram momenta savijanja m , za iste dijelove nosaca zbog jedini¢nog kutnog zakreta Z, =1

prikazan je na slici 6.49.

Z=1 Z=1
(\D H q 4EI1/1,
%=l (\ :
®

g 2EL/I

C 2EL/,

Slika 6.49. Primjer 6.6.
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Dijagram momenta savijanja od vanjskog optere¢enja dan je na slici 6.50.

gl/12

D S

PIRTRRRREY
Vo N

2
ql/12
C &/ :
C o/ ™
Fl1/8

F Fl/3

m,

A O\ FI,8

Slika 6.50. Primjer 6.6.

Koeficijenti u kanonskim jednadZzbama metode pomaka dobiveni su iz uvjeta ravnoteze
(momentna jednadzba) ¢vorova isje¢enih s bliskim presjecima iz okvirnog nosaca kako je

napisano u nastavku.

Prema slici 6.51.a je:

a) b)
N\ 4EL/, N 2EL/,

2EL, e

4EL/IN -

Slika 6.51. Primjer 6.6.

4El, 4EI, 2EI

0,
I, L l;

ZMC =0: Kk,

4-F-1, 4-FE-1, 2-E-I, 4-E-2-1 4-E-2-1 2-E-1 43 E-I
k11= + + = + + - .- —
I 1, I, 3.1 2.1 41 6 I

5

dok se prema slici 6.51.b moze dobiti:

2-E-I,

ZMBZO: k12_ 0’

2
P _2EL _2E21 ) El
. A 2-1 [
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Dalje je prema slici 6.52.a:
4-E-1, 2-E-I,

My=0: k,- 0,
Z D 22 12 13
4-E-1, 2-E-I, 4E-2-1 2:E-1 9 E-I
ky, = + = + == ,
I, A 2:1 4.1 2 1
a) b)
knh k, (—\
) A
2EIL/,
AEL/LN ) 2EL/LN

Slika 6.52. Primjer 6.6.

dok se prema slici 6.52.b moze dobiti:

2-E-I,

ZMD:O: kZl_ 07

2
p _2E L, _2E21 ) El
2 A 2.1 I

Na isti nacin dobiju se slobodni koeficijenti u kanonskim jednadzbama metode pomaka prema
slici 6.53.a:

) a b
/\‘ql;’lZ / /
er'(? \ Oyp P \
G D
UFII/S \/‘q@“z
Slika 6.53. Primjer 6.6.
F-l gq-I
M.=0: +—L1-1 20,
2Mc=0: Qp+—t-"0

2
F-ll+q~122=_O,5-q-l-3-l+q'(2-l) _T

Cr="% " 8 12 a8

odnosno prema slici 6.53.b:

-k _,

S My=0: Q.+ 1'2 =

133



o o 0E__ ¢ __gF
2F 12 12 3

Kanonske jednadzbe sada glase:

2
43-E I-Zl+2 E ]'Zz+7 q-l
6-1 ) 48

2
2E1 , 9El , gl

/ o T3

Rjesavanjem gornjih jednadzaba dobije se:

127 .q-l3 7 193 ‘q-l3
2712 E-I° "% 2034 E-I°

1

Konacne vrijednosti momenta savijanja u karakteristicnim to¢kama nosaca racunaju se prema

5

5

izrazu (6.6):
My’T:mly’T-Zl+m2y’T-Zz+MyF’T.
Sada je:

v o 2EL (127 ¢ ) Fel_2-2-1 127-q-I° 0,5-q-1-3-]
A A 2712 E-1 8 3.1 27121 8
A:—&-q-lz:—0,125-20-12:—2,50kN-m;

» 16272
3 3

v B=E L( 127 qP) F-l _ 21 127-g-I' 0.5 ql3l’
> I, 2712 E-I 8 3.1 2712-1 8
B=ﬁ-q-12=0,1563-2o-12=3,131<N-m;

16272

yrc A EL (127 g ') Fel_ 4-2-1 127-q-1° 0,5-q-1-3
e A 2712 E-I 8 3.1 27121 8
A(C::—L&w]-lz:—0,3124-20-12:—6,25kN-m;

» 16272

yo - AE-L [ 127 q-P') 2-E-I, 193 ¢q-I' ¢
e , 2712 E-I I, 2034 E-1 12°

yeo 420 (127 o) 221 193 g q-(2:1)

e 2.1 2712 I 2:1 2034 I 12
C’é:—ﬁ-q-lz:—0,336-20-12:—6,72kN-m;
» 2034
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yo 2EL (127 q-r LAE-L, 193 g q0
»P A 2712 E-I I, 2034 E-1 12°

oo 220 (127 g 4-2.1 193 'q-l3_q-(2-l)2
P 2712 1 2-1 2034 [ 12
C5;=ﬂ-q-12=—o,047.20-12=—0,9491<N~m;
»P 4068

o 2 E-L [ 127 q- _2-1 127 q- _ 127 g P
e I, 2712 E-1) 4.1 2712 I 5424 ’
Cgzﬂ-q-lz=0,0234-2o-12=0,4681<N-m;
»C 5424

v o XEL (127 g} _2.1 127 ¢q-I' 127 g T
v I, 2712 E-1) 4.1 2712 I 5424 ’
L=12—7-q-12=0,0234~20-12=0,468kN-m;
»h 5424

yon 2 E-L 193 g 21 193 ¢ 193 P
»P I, 2034 E-I  4-1 2034 [ 4068 17"
Dgz—ﬁ-q-lzz—o,mm-zo-lz:—0,9491<N-m;
> 4068

_ 2E-L 193 g-I' 201 193 ¢ 193 e

rH L 2034 E-1 47 2034 1 4068 1"
H=—£-q-lz=—0,0474-20~12=—O,949kN-m.
> 4068

Razmatranjem ravnoteze odsjecenih dijelova nosaca nakon $to su odredeni momenti savijanja
u karakteristicnim presjecima nosaca, mogu se odrediti poprecne sile na nacin kako je to
pokazano u prethodnim primjerima.

Za dio AC uvjeti ravnoteze glase (slika 6.54.):

M A€

3,C Q\L(
; Y |

Jo.
M,, 0.,

Slika 6.54. Primjer 6.6.
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/
ZMC =0: -0, [-M,, +F'51+MyA,g =0,

0. - MM, JF —0,3124-¢ -2 —(—0,125-q-12)+0,5.q.[
»A A 2 3.1 2

0.,=0,1875-¢-1=0,1875-20-1=3,75kN;;
D F =0: -Q ,+F+0)X =0,
0N =0 ,-F=0,1875-¢q-1-0,5-¢=-0,3125-q-1 =—6,25kN..

Za dio CD uvjeti ravnoteze za odsjeceni dio okvirnog nosaca glase (slika 6.55.):

CD

M'.D CcD
Q;. D
A
»
»
> l
q 2
.
S
-
e -
D Q( D
114)“( z,C

Slika 6.55. Primjer 6.6.
[
2 My =00 =02l =M+qly -2+ M5 =0,

M M Ll —0,047 g I’ —(—0,336-q-12)+q~(2-l)

CD _
Owc I 2 2.1 2

O =1,144-¢-1=1,144.20-1= 22,88 kN ;
D=0 —02+q-L,+075=0,
0P =0 —q-1,=1,144-g-1—q-(2-1)= 0,856 - -1 =—0,856-20-1;

0 = —17,12kN.

Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila jednaka je nuli na udaljenosti x, od oslonca C, koja se

moze dobiti kako slijedi:
0. :Qf:g —-q-x,=1,144-q-1—q-x, =0,
x, =1,144-1.

Izraz za moment savijanja glasi:

M, =MP+0% x —q-x -%:—0,336-(]-12 +1,144-q-x,—0,5-q-x°,
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a vrijednost lokalnog ekstrema je:
M, (1,144-1):—0,336-q-l2 +1,144-q-1,144-l—O,5-q-(1,144-l)2,
M, (1,144-1)=0,3184-¢-1* =0,3184-20-1 = 6,37 kN -m.

Za dio okvirnog nosaca CL uvjeti ravnoteze glase (slika 6.56.):

DH

DH
Qz‘D . 13/2 .—l Q:,n

Slika 6.56. Primjer 6.6.

I
> M, =0: -0% -ES—MyC; +M,, =0,

CL
ot - M, —M,c _0,0234-4-1~0,0234-¢- _OKN,
’ L 2-1
2

ZFZ:0: 0% +0., =0,

QZ,L :leé :OkN'

Uvjeti ravnoteze za dio okvirnog nosaca DH su (slika 6.57.):

ML% )AJF. L:
]
Ol 2 39a

Slika 6.57. Primjer 6.6.

S M, =0 - 55.%_M33+M%H:o,

M, -M" _0, 0474-q-I* —(~0,0474-q-1*)
A 21
2

D F.=0: -0’5 +0.,=0,

=0kN,

DH
Qz,D =

O.u= Qz’g =0kN.

UzduZzne sile u dijelovima okvirnog nosa¢a mogu se dobiti iz relevantnih uvjeta ravnoteze

postavljenih za ¢vorove izrezane iz nosaca bliskim presjecima.
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Tako je prema slici 6.58.a dobivena uzduzna sila za dio CD:

AT
Npy

D DH - D
Q.o G

—
‘?VC DI

Slika 6.58. Primjer 6.6.
D2 F.=0: =Ny, -0 =0,
Nep =— zD,g =0;
a prema slici 6.58.b uzduzna sila za dio DH:
2 F =00 Ny =075 =0,
Ny, =05p =—0,856-g-1=-0,856-20-1=-17,12kN..

Razmatranjem relevantne jednadzbe ravnoteze za ¢vor C prema slici 6.59.a moze se dobiti
uzduZzna sila za dio AC:

a) b)
le 0
\ NC‘I,
C - C

———
N A(_"l/

Slika 6.59. Primjer 6.6.

ZFZ =0: _NAC+NCD_QZC,16 =0,

Ny =N —05c =0-0=0kN;

a razmatranjem relevantne jednadzbe ravnoteze za ¢vor C prema slici 6.59.b moze se dobiti

uzduzna sila za dio CL:
ZFx =0: NCL_QZA,(C:+QZC,B =0,
N, =0 -0 =-0,3125-g-1-1,144-q 1

No, =-1,457-q-1=—1,457-20-1=-29,14 kN .
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Nakon izraCunavanja unutarnjih sila u svim karakteristicnim presjecima crtaju se njihovi
dijagrami, koji su prikazani na slici 6.60.

q ™ :’17,12
»
»
) 2
o
29,13
ol .
—_—
i it N kN
UMA
17,12 0,949
o 0,949
5 1,144
6,25 0.468
22.88
e)
3,75 3,13 ¢(®
c
Q: kN éz&o M kN-m

Slika 6.60. Primjer 6.6.

Zadatak 6.1. Za linijski nosa¢ prema slici Z.6.1. treba odrediti dijagrame poprecnih sila i

momenta savijanja primjenom metode pomaka.
Zadano je: ¢, I, 1, E, [=3-1, I,=2:1, I,=1, I,=1,, ¢q=12kN/m, [=1m,
E=210GPa.

Slika Z.6.1. Zadatak 6.1.
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Zadatak 6.2. Za okvirni nosa¢ prema slici Z.6.2. potrebno je, koriste¢i se metodom pomaka,
odrediti dijagrame unutarnjih sila.
Zadano je: ¢=4kN/m, F=10kN, /=1m, E, [, =3-1,1,=2-1,1,=2-1,1,=1.

b y’

ll

Slika Z.6.2. Zadatak 6.2.

Zadatak 6.3. Okvirni nosa¢ zadan je i optereCen prema slici Z.6.3. Potrebno je odrediti
dijagrame poprecnih sila i momenta savijanja koriste¢i se metodom pomaka.
Zadano je: g, =12kN/m, g, =8kN/m, F=20kN, /=1m, E, I, =251, I,=4-1,

L=3-1,1,=21,1,=2-1,, I,=1,.

Slika Z7.6.3. Zadatak 6.3.

Zadatak 6.4. Simetricni okvirni nosa¢ zadan je i optere¢en prema slici Z.6.4. Potrebno je
odrediti dijagrame unutarnjih sila koriste¢i se metodom pomaka.

Zadano je: F=18kN, I=1m, E, [, =4-1,1,=2-1,1,=2-1,1,=1,.
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1,/2

Slika Z.6.4. Zadatak 6.4.

Zadatak 6.5. Za linijski nosa¢ zadan i optere¢en prema slici Z.6.5. potrebno je odrediti
dijagrame unutarnjih sila pomoc¢u metode pomaka.

Zadano je: F'=12kN, ¢=8kN/m, /=1m, E, [, =2-1,1,=3-1, [;=2-1.

Slika Z.6.5. Zadatak 6.5.

Zadatak 6.6. Za simetri¢ni okvirni nosa¢, simetricno optereen prema slici Z.6.6., valja
pomocu metode pomaka odrediti dijagrame unutarnjih sila.

Zadano je: q=20kN/m, /=1m, E, [ , 1, =2-1,1,=2-1, [;=3-1.

;

-

Slika Z.6.6. Zadatak 6.6.
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Tablica 6.1. Dijagrami momenta savijanja zbog jedini¢nog kutnog zakreta i zbog djelovanja

vanjskog opterecenja

2El]

Z=1
- ! >
IEU]

m,
@

- ! » - ! »
ql'24 @
@
A
gl'/12 M, gl'/12 M,
F F
i Y | Y
- l » - l »
Fl/8 5FI32
@ / @
© O ‘ y
FU8 M, FU/8 S~ M,
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7. DEBELOSTJENE CILINDRICNE
POSUDE I CIJEVI

Debelostjena posuda (slika 7.1.) 1 debelostjena cijev imaju Siroku primjenu u strojarstvu,
brodostrojarstvu 1 elektrostrojarstvu. Vrlo je Siroka njihova primjena u energetici, osobito u
nuklearnoj energetici. U procesnim 1 kemijskim postrojenjima susrest ¢emo debelostjene
posude kao spremnike za kapljevine i plinove pod visokim tlakom ili kao cjevovode za te fluide.

tTTTgTTTTTTﬂTTTTf

EARRRRRRRRRRRRY

|

s g
|
|

Slika 7.1. Debelostjena posuda

Debelostjenu cijev susrest cemo kao kuciste visokotlacne stapne pumpe i stapnoga kompresora,
a u nuklearnoj elektrani nai¢i ¢emo na snopove debelostjenih cijevi u parogeneratoru, kao 1 na
brodovima i podmornicama na nuklearni pogon.

a) b)

o Po

i
b
—

/

Slika 7.2. a) cilindar hidraulicne prese, b) osovina parne i plinske turbine s navucenim diskom
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U nekim posebnim tehnologijama, kao npr. kovanju, gdje treba ostvariti velike radne sile,
debelostjenu cijev prepoznat ¢emo kao cilindar hidraulicne prese (slika 7.2.a). Jednako tako,
Cesto ¢emo ju naci kao cilindar u raznim hidraulicnim 1 pneumatskim mehanizmima na

dizalicama, raznim transportnim uredajima, brodovima, kamionima, vagonima i lokomotivama.

Debelostjena cijev ima primjenu i u brodskom pogonskom sustavu kao osovina za pogon broda.
Susret ¢emo ju i1 na hidrocentralama kao osovinu vertikalnog hidrogeneratora i vodne turbine,
ali 1 u termoenergetskim postrojenjima kao osovinu parne i plinske turbine na koju su steznim
spojem navuceni diskovi (slika 7.2.b).

Pri izradi topnickih oruda (topovske cijevi) poznata je tehnologija sastavljanja (navlacenja)
dviju ili ¢ak triju debelostjenih cijevi jedne na drugu. Time se postize znatno smanjenje

naprezanja u unutarnjoj cijevi prilikom ispaljenja granate (slika 7.3.).

Slika 7.3. Poprecni presjek topovske cijevi — jedna cijev navucena je na drugu.

7.1. GEOMETRIJA, OPTERECENJE, OGRANICENJA I PRETPOSTAVKE O
DEFORMIRAN]JU I RASPODJELI NAPREZAN]JA

Da bismo Suplji cilindar smatrali debelostjenim cilindrom, mora biti ispunjen sljedeci kriterij:

1L nt+n

PN 5 7.1
10 2 .1

o=r—n>
gdje su (slika 7.4.):
; —unutarnji promjer cijevi

1, — vanjski promjer cijevi

0 — debljina stijenke.

Ako uvjet (7.1) nije ispunjen, radi se o tankoj cilindri¢noj ljusci pa formule za izracun
naprezanja i pomaka koje se javljaju u ovom poglavlju nec¢e vrijediti za proracun takvih ljusaka.
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poklopac cilindar poklopac

Slika 7.4. Debelostjena cijev opterecena unutarnjim tlakom

Za analizu naprezanja, deformacija i pomaka u debelostjenim posudama i cijevima prikladan je
cilindri¢ni koordinatni sustav r, ¢, z (slika 7.5.).

P
\ bbb bbb

. T
i i i
i pl [ Byl

r

=
—]
.

RRERRRRARIAY,
 — -

: B. :
LR R R ERER AR
_ prijelazno {_ prijelazno |
podrugje "~ podrugje

L

- B

Slika 7.5. Debelostjena posuda opterecena unutarnjim i vanjskim tlakom s koordinatnim sustavom

Debelostjena cijev, odnosno posuda, aksijalno je simetricna, aksijalno simetri¢no ucvrséena i
optere¢ena. Zbog toga naprezanja, deformacije i pomaci nece ovisiti o koordinatama ¢ 1 z,

nego ¢e biti funkcija samo jedne varijable polumjera r.

Cijev je podvrgnuta samo radijalnom opterecenju. Najcesce je to samo unutarnji i/ili vanjski
tlak. Nece se razmatrati utjecaj koncentriranih sila i koncentriranih spregova sila na naprezanja
i pomake u posudi odnosno cijevi. Ne¢emo mo¢i odrediti naprezanja i pomake u blizini dna
zatvorenih posuda i cijevi, tj. ne razmatraju se naprezanja u tzv. prijelaznom podrucju ¢ija je
duljina jednaka priblizno jednom promjeru cijevi. Svi izvedeni analiticki izrazi vrijedit ¢e za

presjeke dovoljno udaljene od krajeva posude/cijevi.

Posuda ili cijev promatra se kao dugacki Suplji cilindar kojemu je duljina najmanje pet puta
veca od promjera cijevi/posude.

Aksijalno naprezanje o, jednoliko je raspodijeljeno po poprecnom presjeku cijevi/posude.

Uvodi se pretpostavka da vrijedi Hookeov zakon, tj. sve komponente tenzora naprezanja manje
su od granice tecenja materijala, Sto zna¢i da ne dolazi do pojave plasti¢nih deformacija u
stijenci debele cijevi/posude.
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7.2. GEOMETRIJSKA ANALIZA

Neka je iz stijenke debele cijevi izdvojen diferencijalni element prema slici 7.6.a.

a) b)
@,

D , B,
\B
> dep \
N A A \

xfgﬁ \ 4
L L L. : =i b L : 2 P
| f r
Fseidr | s |

Slika 7.6. Geometrijska analiza pomaka diferencijalnog elementa: a) pocetni nedeformirani oblik, b)
usporedba konacnog deformiranog i pocetnog nedeformiranog elementa.

Tijekom deformiranja pojedine to¢ke mogu se pomicati samo u radijalnom pravcu. Radijalni
pomak u ovisit ¢e o polozaju tocke unutar stijenke cijevi, tj. bit ¢e funkcija samo polumjera
r. Slika 7.6.b prikazuje nedeformirani diferencijalni element ABCD 1 element nakon
deformiranja A1B1CiD;.

Tocke A 1 D pomaknut ¢e se radijalno za iznos u#, dok ¢e se tocke B 1 C pomaknuti za veli¢inu
u+du.

Duljinske deformacije elementa, radijalna deformacija ¢, i cirkularna deformacija &, po

definiciji iznose:

g =B AB - _ADAD (7.2)
AB AD

Dalje je:

g =t g =2 (7.3)
T

7.3. PRIMJENA HOOKEOVA ZAKONA

Naslici 7.7. prikazan je diferencijalni element s ucrtanim naprezanjima o, , o, 1 o, .

Element se nalazi u troosnom stanju naprezanja kakvo vlada u stijenci debelostjene posude i
zatvorene debelostjene cijevi. Ako je cijev otvorena, stanje naprezanja je dvoosno.
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Naprezanja o, , o, 1 o, ujedno su i glavna naprezanja.

Slika 7.7. Geometrijska analiza pomaka diferencijalnog elementa: a) pocetni nedeformirani oblik, b)
usporedba konacnog deformiranog i pocetnog nedeformiranog elementa.

Jednadzbe Hookeova zakona za troosno stanje naprezanja glase:

o, —v-(0¢+0'z)

a E
8¢:G¢—v-(;-r+az) (7.4)
. - az—v-(a, +0¢)
E

Hookeov zakon mozZe se napisati u obliku u kojemu su naprezanja izrazena preko deformacija,
pri ¢emu O, smatramo poznatim jer se ono moze izraunati iz uvjeta staticke ravnoteze

odsjecenog dijela posude/cijevi. Radijalno i cirkularno naprezanje jesu:

E 1%
o, = 2-(8,+v-8¢)+—-0'2

1-v 1-v (15)
o :—-(5 +v-g )+L-0'
L Ve l-y 7
Uvrstavanjem izraza (7.3) u (7.5) dobije se:
E du u 1%
= e )
_V J—
(7.6)
E u du 1%
o,= | —tv— [+ —— 0O,
1-v r dr -v
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7.4. UVJET RAVNOTEZE I DIFERENCIJALNA JEDNADZBA RAVNOTEZE
ELEMENTA

Slika 7.8. prikazuje tlocrt diferencijalnog elementa s ucrtanim naprezanjima o, 1 o,,. Element

se nalazi u stanju staticke ravnoteze, pa uvjet ravnoteze glasi:
Z F.=0:

—o,-r-dp-dz+(o, +d0',)-(r+dr)-dg0-dz—2-a¢-dr-dz-sin(d%jzﬂ (7.7)

d@/2 T

Slika 7.8. Tlocrt diferencijalnog elementa s ucrtanim naprezanjima

Nakon sredivanja, uz sin (d(p / 2) ~dg/2 te zanemarivanje ¢lanova viSeg reda, moze se dobiti:

d
G, ~G,+r d";:o. (7.8)

Dalje je iz (7.6):

dr l—vz' dr? r dr r

2
do, __E [d”wl-d—”—v%.u) (7.9)

Uvrstavanjem izraza (7.6) 1 (7.9) u (7.8) te nakon sredivanja dobije se nova diferencijalna
jednadzba koja glasi:
@ 1 du u

40" 0. 7.10
drr r dr #? ( )

df1 d
—|——(u-r)|=0. 7.11
dr |:V dr (u r)} (711
Op¢e rjesenje diferencijalne jednadzbe ima oblik:
u(r)zCl-r+&, (7.12)
r
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gdje su C1 1 (7 konstante integracije koje se odreduju iz rubnih uvjeta.

Dalje je:
£=C1+C—22,
r r
du C
—=C1——22,
r r

a uvrStavanjem gornjih izraza u izraze (7.6) dobiju se izrazi za radijalno i cirkularno naprezanje
koji glase:

(7.13)

(7.14)

5o
1+v

izrazi za naprezanja (7.13) postaju:

B
(o :A——2
r

(7.15)

B
O-(p :A+r—2

Naprezanja su raspodijeljena po zakonu kvadratne hiperbole.
Zbrajanjem izraza u (7.15) moze se dobiti izraz:
o,+0,=24=konst. (7.16)

Vrijedi, dakle, da je zbroj radijalnoga i cirkularnog naprezanja u bilo kojoj tocki stijenke debele
cijevi uvijek isti, tj. konstantan.

7.5. RASPODJELA NAPREZANJA I POMAKA U DEBELOSTJENO] POSUDI I
CIJEVI

7.5.1. Debelostjena posuda opterecena samo unutarnjim tlakom

Na slici 7.9.a prikazan je presjek cijevi meridionalnom ravninom, a na slici 7.9.b ravninom
okomitom na uzduZznu os cijevi.
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Slika 7.9. Debelostjena posuda opterecena unutarnjim tlakom. a) meridionalni presjek cijevi, b)
poprecni presjek cijevi s prikazom rubnih uvjeta.

Rubni uvjeti potrebni za odredivanje konstanta A 1 B u izrazima (7.15) glase:

l. za r=1 je o,=-p

. (7.17)
2. za r=r, je o,=0.
Uvrstavanjem rubnih uvjeta (7.17) u prvi izraz (7.15) dobije se:
B B
A-==-p, A-==0, (7.18)
h h
pa rjeSavanjem sustava jednadzaba (7.18) slijede izrazi za konstante A i B:
2 2 2
14 n o r
A=p, —1 , B=p,- L 2 7.19
D sz—l’iz D V22—I’iz ( )

Vracanjem gornjih izraza za konstante A i B u izraze (7.15) dobiju se kona¢ni izrazi za radijalno
1 cirkularno naprezanje:

p, 1’ Y
_h 2
O'r_ﬁ'{l_(_j ]
7"2 —l"l r
'1’2 v 2
0y =B 14 2] |
7"2 —I"l r

U slucajevima kada se radi o zatvorenoj debeloj cijevi i cilindri¢noj posudi, u poprenom

(7.20)

presjeku pojavit ¢e se jos 1 aksijalna vla¢na naprezanja o, . Ona su konstantna po popre¢nom

presjeku, a mogu se dobiti iz uvjeta staticke ravnoteze kona¢nog dijela cijevi na sljedeci nacin
(slika 7.9.a):

ZFz:O: pl-}”IZ-IZ'—O'Z-(I’ZZ-H—I’Iz-ﬁ)ZO, (7.21)

2
I
o =p—1—. (7.22)

2
rn—n

Raspodjela normalnih naprezanja po debljini stijenke prikazana je na slici 7.10.
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Slika 7.10. Raspodjela normalnih naprezanja po debljini stijenke

Izraz za radijalni pomak dobije se tako da se iz (7.14) konstante C, i C, izraze preko konstanta
AiB:

=Ygt Vo, i Y,
E E E rn—-n E
| | . , (7.23)
+v +v e
C, =—_.B= Lp, L2
2 E E P rzz—rlz
pa uvrStavanjem tih konstanta u (7.12) slijedi izraz za radijalni pomak:
p P v v
u(ry=2- =L —|(1-v)r+(1+v)-2|-—=-0, 7. 7.24
()= 7 oz | v reiev) o =gpe (724)

Primjer 7.1.

Otvorena debelostjena cijev opterecena je unutarnjim tlakom p; fluida koji struji u njoj (slika
7.11.). Valja izraCunati raspodjele radijalnih i cirkularnih naprezanja po debljini stijenke cijevi
te skicirati 1 kotirati odgovarajuce dijagrame raspodjele naprezanja.

Treba odrediti ekvivalentno naprezanje na diferencijalnim elementima u tocki A koja lezi na
unutarnjoj stijenci cijevi 1 u to¢ki B koja je na vanjskoj stijenci cijevi, po teoriji najvece
distorzijske energije (HMH teorija).

Zadano je: r, =30 mm, », =40 mm, p, =35 MPa.

BI

A
2 % TTTTTTTTTTE)TTTTTTT

ARRRARRRAERERRRERY!

Slika 7.11. Primjer 7.1.
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RjeSenje:
U ovom zadatku je prema (7.1):

5=40-30>1.30740 5 10535,
10 2

pa se mogu koristiti svi navedeni izrazi izvedeni za normalna naprezanja i radijalne pomake, a
koji vrijede za debelostjene posude i cijevi.

Radijalno i cirkularno naprezanje su prema (7.20):

o PR 1_(12}2 _ 35:30° 1_@)2 _ 4572000
rTo2 2 - 2 2 - 2
ry, =K r 40° -30 r r

e nY | 35-30°  35-30°.40° 1 _ 72000
Cp="73_ 13’ I+ =] 1= YV 2 a2 = At
- r) | 40°-30°  40°-30° r

Za tocku A, na unutarnjoj stijenci debele cijevi, radijalno i cirkularno naprezanje iznose:

o, =45- 720200 =45- 720(2)0 =-35MPa,
r 30

o,= 45+ 720200 =45+ 7?3(2)0 =125 MPa;
r

dok su za toc¢ku B, na vanjskoj stijenci, ta naprezanja:

72000 72000

0,=45-———F—=45——7—=0MPa,
r 40

=5+ 2000 g TO0_ g,
r

Raspodjela radijalnog i cirkularnog naprezanja po debljini stijenke prikazana je na slici 7.12.
125

Slika 7.12. Primjer 7.1.

Prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji) ekvivalentno naprezanje iznosi:

Oy = \/%[(Gl —62)2 +(o, — oy )2 +(o3—0 )2} .
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Za tocku A je:
0,=0, =125MPa, o,=0, oy,=-35MPa,

Oy = \/%[(125 ~0)*+(0+35) +(-35-125)° | =145,7 MPa;

a za toc¢ku B je:

01:0¢:90MPa, o, =0MPa, o;,=0MPa,

G = -] (90-0) + (0-0) +(0-90)* | =90 MPa.
¢

7.5.1.1. Dimenzioniranje debelostjene posude i cijevi opterecene samo
unutarnjim tlakom

U inZenjerskoj praksi ¢esto se javlja problem odredivanja debljine stijenke 0, tj. potrebno je
provesti dimenzioniranje prema nekoj od teorija ¢vrstoce.

U praksi se susrece debelostjena cijev kao element visokotlatnog cjevovoda ili pak spremnik
za plin ili kapljevinu koji su uskladiSteni pod visokim tlakom. Obicno je tada poznat unutarnji
polumjer cijevi 7, a treba odrediti vanjski polumjer r,, odnosno debljinu stijenke & da bude
zadovoljen uvjet ¢vrstoce.

Na slici 7.13. prikazani su diferencijalni elementi u troosnom napregnutu stanju (zatvorena
posuda /cijev): element A na unutarnjoj stijenci cijevi i element B na vanjskoj strani cijevi.

element A element B

Slika 7.13. Diferencijalni elementi na unutarnjoj i vanjskoj strani cijevi
Prikazana naprezanja ujedno su i glavna naprezanja.
Za element A je:

0,=0,, 0,=0,, 03;=0,;
dok je za element B:

o,=0,, 0,=0,, 03=0.

(/)7

U slucaju otvorene debelostjene cijevi aksijalno naprezanje o, jednako je nuli.
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Tada je na elementu A dvoosno napregnuto stanje s glavnim naprezanjima:

0, =0,,

0,=0, oy=0,.
Element B nalazi se u jednoosnom napregnutu stanju u kojem su glavna naprezanja:

o, =0

. o,=0, o0;=0.

Prema teoriji najvecih posmicnih naprezanja ekvivalentno naprezanje iznosi:
O-ekv = O-l _0-3 :O-¢ _O-V .

Kriti¢an element je element A na unutarnjoj strani cijevi, a uvjet ¢vrstoce glasi:

Oy S0y
Dalje je:
Ogy =0, —0,=0,
2, .2
o+
> Th
2N P 2_(_pl)go-da
rn—-n
odnosno:
2
JZ
2
2-p—=—5<o0y.
B —h

Poznavaju¢i unutarnji polumjer 7 debele cijevi, koji je naj¢eS¢e definiran konstrukcijskim
zahtjevima, odreduje se potrebni, minimalni vanjski polumjer r, debele cijevi, odnosno

potrebna minimalna debljina stijenke cijevi 0O, :

uz uvjet 2- p, /o, <l.

Prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji) ekvivalentno naprezanje iznosi:

Oy = \/%[(0'1 —02)2 +(o, —03)2 +(oy—0 )ZJ ,
Ockv = \/%[(a(p —o, )2 +(0. -0y )2 +(0, —a(p)z} :

Kriti¢an je element A na unutarnjoj strani cijevi za koji razlike glavnih naprezanja iznose:
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n A
rzz
O,—0,=pD 2 2
rh—=h
2
2
0, =0, ==2:p" 5"
n=h
Dalje je:
2
_ 2
O-ekv_\/g'pl 2 zso-d’
n—n
o
r2n d
Jd_\/g'pl
Primjer 7.2.

Valja odrediti veliinu vanjskog polumjera 7, debelostjene cijevi prema slici 7.14. u kojoj struji
fluid pod tlakom pi. Poznat je unutarnji polumjer cijevi 7. Cijev je izradena od celika, a
dopusteno naprezanje je zadano. Dimenzioniranje treba provesti prema teoriji najveceg

posmicnog naprezanja.

Zadano je: r; =35mm, p, =25MPa, o, =100 MPa.

Slika 7.14. Primjer 7.2.
Rjesenje:
Ovdje se radi o otvorenoj debelostjenoj cijevi.
Kriti¢an element je element A na unutarnjoj strani cijevi (slika 7.15.), a uvjet ¢vrstoce glasi:
Ocky SO¢-
Prema teoriji najvecih posmicnih naprezanja ekvivalentno naprezanje iznosi:

O,

kv =01 703=0,-0,.

Dalje je:
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ron =% 35 | 190 4o 5imm.
o, —2p 100-2-25

2 .2
i

b

9
7'.,2 _rib

Slika 7.15. Primjer 7.2.
7.5.2. Debelostjena posuda optereena samo vanjskim tlakom

Na slici 7.16.a prikazan je presjek cijevi meridionalnom ravninom, a na slici 7.16.b ravninom

okomitom na uzduznu os cijevi.

P
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Slika 7.16. Debelostjena posuda opterecena vanjskim tlakom: a) meridionalni presjek cijevi, b)
poprecni presjek cijevi s prikazom rubnih uvjeta.

Rubni uvjeti potrebni za odredivanje konstanta A i B u izrazima (7.15) glase:

l. za r=1 je o0,=0

. . (7.25)
2. za r=r, je 0,=-p,
UvrsStavanjem rubnih uvjeta (7.17) u prvi izraz (7.15) dobije se:
B B
A-==0, A-—=-p,, (7.26)
h h
pa rjeSavanjem sustava jednadzaba (7.18) slijede izrazi za konstante A i B:
2 2 .2
7 Ko
A=-p,—2—, B=-p, 12 (7.27)
n—h h=h
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Vracanjem gornjih izraza za konstante A 1 B uizraze (7.15) dobiju se konacni izrazi za radijalno
i cirkularno naprezanje:

p 2 7 2
_ 2" 1
Gr__ﬁ'{l_(_]]
=K r
p 72 7 : |
_ 2" 1
%——ﬁ'{“(—)]
=K r

U slucajevima kada se radi o zatvorenoj debeloj cijevi i cilindri¢noj posudi, u poprenom
presjeku pojavit ¢e se joS 1 aksijalna vlana naprezanja o,. Ona su konstantna po popre¢nom

(7.28)

presjeku, a mogu se dobiti iz uvjeta staticke ravnoteze konacnog dijela cijevi na sljede¢i nacin
(slika 7.16.a):

ZFZ=0: —p2-r22-7T—O'Z-(r22-72'—I’12-7[)20, (7.29)

2
12
o (7.30)

n—n

Raspodjela normalnih naprezanja po debljini stijenke prikazana je na slici 7.17.

Slika 7.17. Raspodjela normalnih naprezanja po debljini stijenke

Izraz za radijalni pomak dobije se tako da se iz (7.14) konstante C, 1 C, izraze preko konstanta
A1i1B:

-V 1% I-v g v
Ci=—A4-——0, =- . 2 —.o
1 E E z E P 1”2 —}"12 E z
5 (7.31)
1+ I+ .
€=t By A
E E r, —n
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pa uvrStavanjem tih konstanta u (7.12) slijedi izraz za radijalni pomak:

2 2
u(r):—%rzzri - {(l—v)r+(l+v)r17}—%azr. (7.32)
Primjer 7.3.

Otvorena debelostjena cijev opterecena je vanjskim tlakom p» (slika 7.18.). Valja izracunati
raspodjele radijalnih i cirkularnih naprezanja po debljini stijenke cijevi te skicirati i1 kotirati
odgovarajuce dijagrame raspodjele naprezanja.

Treba odrediti ekvivalentno naprezanje na diferencijalnim elementima A 1 B po teoriji najvece
distorzijske energije (HMH teorija).

Zadano je: 1, =100 mm, , =150 mm, p, =50 MPa.

Slika 7.18. Primjer 7.3.

RjeSenje:
U ovom zadatku je prema (7.1):

5:150—100>%-M

2

5=50>12,5,

pa se mogu koristiti svi navedeni izrazi izvedeni za normalna naprezanja i radijalne pomake, a
koji vrijede za debelostjene posude i cijevi optere¢ene vanjskim tlakom.

Radijalno i cirkularno naprezanje su prema (7.28):

o __ Py 1_(ij2 _50-150° _1_[100j2 _ o0, 200000
r 2 2 3 ) >
r, —h r 150 -100 r r

2 2 2 2
o, =-B2" . “(ij ___50150° “[moj _ g0 900000
r—h r 150% —100 r ’

Za tocku A, na unutarnjoj stijenci debele cijevi, radijalno i cirkularno naprezanje iznose:
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900000

100)=-90 =0 MPa,
o, (100) + 100? a
&, (100) =90 9(1)0000 ——180 MPa;

002

dok su za to¢ku B, na vanjskoj stijenci, ova naprezanja:

900000

o, (150) =-90+ 1507 =-50 MPa,

900000

o,(150)=-90- 50 - —130 MPa.

Raspodjela radijalnog i cirkularnog naprezanja po debljini stijenke prikazana je na slici 7.19.

Slika 7.19. Primjer 7.3.

Prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji) ekvivalentno naprezanje iznosi:

1

2 2 2
O'ekvz\/z[(oq—az) +(0,—03) +(03-0) }
Za tocku A je:
oy=0,=0MPa, o,=0,=0MPa, o;=0,=-180MPa,

oo = \/%[(0—0)2 +(0+180)° +(—180—0)2J — 180 MPa ;

a za tocku B je:

0,=0,=0MPa, o,=0,=-50MPa, o;=0,=-130MPa,

oy = \/%[(mso)2 +(-50+130)’ +(—130—0)2} =113,6 MPa.
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7.5.2.1. Dimenzioniranje debelostjene posude i cijevi opterecene samo
vanjskim tlakom

S problemom dimenzioniranja debelostjene cijevi optere¢ene vanjskim tlakom p, susre¢emo

se, primjerice, pri navlacenju jedne cijevi na drugu. Taj se problem susrece pri izradi topovskih
cijevi 1 cijevi haubica. Unutarnja cijev je nakon navlacenja vanjske cijevi optere¢ena vanjskim
tlakom.

Isti se problem javlja pri navlacenju glavine zupcanika na Suplju osovinu. Pri navlacenju
ostvaruje se izmedu glavine i osovine stezni spoj i osovina je optere¢ena kontaktnim tlakom

1zvana.

Na slici 7.20. prikazani su diferencijalni elementi u troosnom napregnutu stanju (zatvorena

posuda/cijev): element A na unutarnjoj stijenci cijevi i element B na vanjskoj strani cijevi.

element A clement B
a

Slika 7.20. Diferencijalni elementi na unutarnjoj i vanjskoj strani cijevi
Prikazana naprezanja ujedno su i glavna naprezanja.
Za element A je:

0,=0,=0, 0,=0,, 03=0,;

dok je za element B:
v 0, =0,, 03=0,.
U slucaju otvorene debelostjene cijevi aksijalno naprezanje o, jednako je nuli. Tada je na
elementu A jednoosno stanje naprezanja s glavnim naprezanjima:

0,=0, 0,=0, o =0,.
Element B nalazi se u dvoosnom stanju naprezanja u kojem su glavna naprezanja:

0,=0, o,=0,, 03=0,.
Prema teoriji najvecih posmicnih naprezanja ekvivalentno naprezanje iznosi:

O-ekv :O-1_0-3 :O-}"_O-qﬂ'
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Za element A na unutarnjoj strani cijevi uvjet cvrstoce glasi:

Ouy S0y
Dalje je:
Oyy =0, ~0,=0y,
r
p)
0-] -2 Py — 2 <0y,
rn—n
odnosno:
2
r
p)
2 P> 2 P SO-d
rn—n

Poznavaju¢i unutarnji polumjer » debele cijevi, koji je naj¢eSce definiran konstrukcijskim
zahtjevima, odreduje se potrebni, minimalni vanjski polumjer r, debele cijevi, odnosno

potrebna minimalna debljina stijenke cijevi &, :

/ o
B2 ——.
0,—2p,

Za element B na vanjskoj strani cijevi uvjet ¢vrstoce glasi:

Oeky

RLRP
Y 2 B ) P 2 S0y
n—h

=0,-03=0,-0,204

2p,+0
]/-22}/'1 M.
04

Prema teoriji najvece distorzijske energije moze se dobiti izraz za vanjski polumjer cijevi 7, :

/ 04
r2 Z r'l =Y
Oq— \/gpz

Zadatak 7.1. Otvorena debelostjena cijev opterecena je unutarnjim tlakom pi fluida koji struji
u njoj (slika Z.7.1.). Valja izracunati raspodjele radijalnih i cirkularnih naprezanja po debljini
stijenke cijevi te skicirati i kotirati odgovarajuce dijagrame raspodjele naprezanja.

Treba odrediti radijalne pomake tocke A koja lezi na unutarnjoj stijenci cijevi i tocke B koja je
na vanjskoj stijenci cijevi.

Zadano: r;, =60 mm, », =80 mm, p, =45MPa, E=210GPa, v=0,3.
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Slika Z.7.1. Zadatak 7.1.

Zadatak 7.2. Zatvorena debelostjena cijev opterecena je vanjskim tlakom p» (slika Z.7.2.).
Valja izraCunati raspodjele radijalnih i cirkularnih naprezanja po debljini stijenke cijevi te
skicirati 1 kotirati odgovarajuce dijagrame raspodjele naprezanja.

Treba odrediti radijalne pomake tocke A koja lezi na unutarnjoj stijenci cijevi i tocke B koja je
na vanjskoj stijenci cijevi.

Zadano je: r, =120 mm, r, =140 mm, p, =35MPa, £=200GPa, v=0,3.

Slika Z.7.2. Zadatak 7.2.
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8. SAVIJANJE TANKIH KRUZNIH PLOCA

Ploca je plosnato tijelo koje je ograniceno dvjema plohama ¢ija je medusobna udaljenost 7.
Debljina % je mala u usporedbi s ostalim dimenzijama ploce.

Plo¢e mogu biti razliCitih oblika, a najes¢e su pravokutnog (slika 8.1.a) ili kruznog oblika
(slika 8.1.b).

a) b)

Slika 8.1. Tanke ploce: a) pravokutna ploca, b) kruzna ploca.

Srednja ploha je ploha koja je jednako udaljena od vanjskih povrsina. Kod ploca je srednja
ploha uvijek ravna, pa se naziva srednja ravnina.

U ovom poglavlju razmatrat ¢e se savijanje tankih kruznih ploca, tj. onih kojima je omjer
debljine 4 1polumjera R :

h 1
AP gy 8.1
R 10 @1

8.1. GEOMETRIJA I KOORDINATNI SUSTAV

U strojarstvu se ¢esto susre¢u kruzni elementi u obliku kruznih ili prstenastih ploc¢a. Kao primjer
mogu posluziti ravna dna posuda, okrugli poklopci (slika 8.2.), prirubnice itd. Ti su dijelovi
najcesce optereceni osnosimetri¢no.

=Nt 1 11 10

P

—_—
—_—
—_—
—_—
—
—

Fritt

R

1
-
i

Y

Slika 8.2. Poklopac u obliku tanke kruzne ploce

Pri analizi savijanja kruznih ploca koristi se cilindri¢ni koordinatni sustav u kojem je os z
usmjerena prema dolje sli¢no kao 1 pri savijanju Stapova (slika 8.3).
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Slika 8.3. Koordinatni sustav tanke kruzne ploce

8.2. OGRANICENJA OBLIKA, POMAKA I OPTERECEN]JA

Formule izvedene u ovom poglavlju vrijede uz sljedeca ogranicenja:

1. Ploca je tanka. Najveca debljina ploce odredena je izrazom % < L

10
. LW 1
2. Progibi ploce su mali, tj. % <-—.

3. Ploca je osno simetri¢na, osnosimetri¢no opterecena i ucvrséena.

Treée ograniCenje uvjetuje da sve geometrijske i staticke veli¢ine ovise o koordinati », poneke

ovise o koordinati z, a nijedna ne ovisi o koordinati ¢ .

8.3. KOMPONENTE UNUTARN]JIH SILA U PLOCI

Budu¢i da se razmatraju samo osnosimetricne plo¢e koje su osnosimetricno opterecene i

ucvrscene, radijalni presjeci su presjeci simetrije, pa su u njima posmicna naprezanja jednaka

nuli:

Ty =7, =0.

Matrica naprezanja je simetri¢na, pa je takoder:
=0.

TW’ = Tz(p

Na diferencijalnom elementu plo€e preostaju samo komponente naprezanja o,, o, 1 7

(slika 8.4.).

Komponente unutarnjih sila u teoriji ploca 1 ljuski uvijek se odnose na jedinicu duljine.



Slika 8.4. Komponente naprezanja na diferencijalnom elementu tanke kruzne ploce

Poprecna sila dana je izrazom:

1 h/2
0= : j r_-r-dp-dz. (8.4)
r-de .,

Integral na desnoj strani oznac¢ava poprecnu silu koja se izrazava u njutnima (N) i koja djeluje
na duljinu r-de. Ako integral podijelimo s duljinom r-d¢, dobit ¢emo poprecnu silu koja se

odnosi na jedinicu duljine 1 izrazava u njutnima po metru (N/m).

Budu¢i da se integriranje provodi po koordinati z, veli¢ina r-d¢ pritome je konstantna i smije
se izvuci ispred integrala pa je:

h/2

0= I T, -dz. (3.5

~h/2
Na sli¢an na¢in mogu se dobiti izrazi za radijalni M, 1 cirkularni M, moment savijanja:

h/2
M, = j o, -z dz, (8.6)

”
—~h/2

h/2
M,= [ o,zdz. (8.7)
~h/2

Moze se pokazati da su radijalna o, 1 cirkularna o, komponenta naprezanja raspodijeljene

linearno po debljini ploce:

E da a
— I —=+v-Z |z, 8.8
o 1-v? [dr r] z ®8)
E a da
— N Yty B 8.9
o 1-v* [r drj ‘ 89

Dalje je:
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h/2
Y p— -(d—“wﬁj [ 22az. (8.10)

2
1-v dr r) i,
hi2
M, = Ez-[ﬁw-d—“j [ 2-a, (8.11)
I-v- \r r) in
odnosno nakon integriranja:
3
MFZL.(d_aJFV.ﬁj, (8.12)
12:(1-v?) Ldr 7
3
M(p:L.(Zﬂ/.d_aj_ (8.13)
12:(1-v) \r 0 dr

Veli¢ina A /12 je moment tromosti jediniéne irine popreénog presjeka.
Ako se uvede oznaka

3
b E

_m (8.14)

za fleksijsku krutost ploCe, izrazi (8.12) i (8.13) za radijalni M, 1 cirkularni M, moment

savijanja postaju:
MF:D-(d—“w-ﬁj, (8.15)
dr r
a da
M,=D-| —+v-—|. 8.16
? (r dr] (8.16)

8.4. PRETPOSTAVKE O DEFORMIRAN]JU I RASPODJELI NAPREZAN]JA

Analiza naprezanja i deformacija provodi se uz ove pretpostavke:
1. Pri deformiranju normale na srednju ravninu ostaju ravne i okomite na elasticnu plohu.
Elasti¢na ploha w= w(r) je deformirana srednja ravnina.
2. Elasti¢na ploha ujedno je i neutralna ploha, tj. u njoj su naprezanja o, 1 o, jednaka nuli.
3. U plo¢i vlada priblizno ravninsko stanje naprezanja. Naprezanje o, zanemarivo je malo
u usporedbi s naprezanjima o, 1 ©,,.

Prva je pretpostavka ekvivalentna pretpostavci o ravnim presjecima koju smo uveli pri
razmatranju savijanja Stapova. Ona je u cijelosti ispunjena pri Cistom savijanju. Ako osim
momenta savijanja djeluje 1 poprecna sila, ta je pretpostavka samo priblizno ispunjena, i to bolje
Sto je debljina ploce manja. Kako razmatramo samo tanke ploce, odstupanje od te pretpostavke

neznatno utjece na rezultate.
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Druga pretpostavka ne moze biti u cijelosti ispunjena jer nije moguce ravninu pretvoriti u
dvostruko zakrivljenu plohu bez pojave naprezanja. Medutim, ako je ploca tanka i ako su
progibi mali, odstupanja od te pretpostavke takoder su zanemariva.

Trec¢a pretpostavka takoder nije u potpunosti ispunjena. Naime, plo¢e sluze najcesc¢e kao
poklopci na koje djeluje tlak p . U tankostjenim posudama tlak rijetko prelazi 1 ili 2 MPa, a

cesto je 1 manji. S druge strane, konstrukcije se dimenzioniraju tako da su maksimalna
naprezanja blizu dopustenih. Dopustena naprezanja su u ¢elicnim posudama oko 150 MPa ili

veca. Stoga zanemarivanje o, vrlo malo utjeCe na to¢nost rezultata.

8.5. GEOMETRIJSKA ANALIZA

Srednja ploha ploce (slika 8.5.a) pod opterecenjem prelazi u slabo zakrivljenu osnosimetricnu
elasti¢nu plohu (slika 8.5.b). Ta je ploha zapravo rotacijski paraboloid zadan izrazom w = w(r)

(slika 8.5.c).

sredn ja ravnina

.
A

l
h|
T

o))

- A
A: ‘ﬂ -dw
r dr

Slika 8.5. Tanka kruzna ploca: a) srednja ravnina, b) elasticna ploha, c) veza kuta tangente na

elasticnu plohu i progiba.

Ako na udaljenosti » od osi z progib iznosi w a nagib «, na udaljenosti »+dr progib je
jednak w+dw anagib o +dea, vrijedi jednakost:

a=—2. (8.17)

Naslici 8.6.a prikazan je dio tanke kruzne ploce u poc¢etnom nedeformiranom i u deformiranom
obliku. Na ploc¢i je oznacen ortogonalni element duljine dr i Sirine »-dg. Pocetni oblik

elementa prikazan je aksonometrijski na slici 8.6.b.
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Slika 8.6. Geometrijska analiza: a) nedeformirani i deformirani dio tanke kruzne ploce, b)
aksonometrijski prikaz pocetnog oblika ortogonalnog elementa.

Razmatra se deformacija diferencijalnoga radijalnog elementa EF =dr 1 diferencijalnoga
cirkularnog elementa EH=r-d¢.

Ti se elementi nalaze na udaljenosti z od srednje ravnine.

Deformacije tih elemenata iznose:

m
s
I
5|

Pl L B 8.18

p o (8.18)
EH, -EH

g, =—L 8.19

0 — (8.19)

Tocke A 1 D spustaju se paralelno s osi z za iznos w, a tocka B za iznos w+dw. Tocke E1 H
spustaju se za isti iznos kao i tocke A 1 D, ali se one zbog zakreta normale joS pomicu radijalno

zaiznos z-da.
Tocka F spusta se za isti iznos kao i tocka B, ali se pomice radijalno za iznos z - (a + da) .

Duljine elemenata EF 1 EH nakon deformiranja iznose:

EF =dr+z-da

_ (8.20)
EH =(r+z-a)-do

Naime, udaljenost to¢aka E i H od osi z prije deformiranja bila je », a nakon deformiranja
r+z-o.

Dalje je:

M
I
N

(8.21)

~ iQ %|g‘

™
I
N
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8.6. PRIMJENA HOOKEOVA ZAKONA

Hookeov zakon za ravninsko stanje naprezanja glasi:

E
=13 -(g,+v~g(p)
%y 1.2 '(8¢+V"9r)

Uvrstavanjem izraza (8.21) u (8.22) dobije se:

E (da aj
= | —=+v-Z |z

To1=v? Ldr 7
O' — E .(g+v.d_aj.z.
2 1-v? r dr

(8.22)

(8.23)

1z izraza (8.23) da se zakljuciti kako je raspodjela radijalnih i cirkularnih naprezanja po debljini

ploce linearna (slika 8.7.).

Slika 8.7. Raspodjela radijalnih, cirkularnih i posmicnih naprezanja po debljini tanke kruzne ploce

8.7. PRIMJENA UVJETA RAVNOTEZE

Uvjeti ravnoteze nece biti postavljeni pomocu naprezanja, nego pomocu komponenata

unutarnjih sila. Posmi¢no naprezanje 7,. kao rezultantu ima popre¢nu silu Q, dok se

naprezanja o, 1 o, reduciraju na momente M, i M.

Uvjeti ravnoteze postavljeni za diferencijalni element na slici 8.8. glase:
Y F.==0-r-dp+(Q+d0Q)-(r+dr)-dp—g-r-dp-dr=0,
DM, =M, -r-dp+(M,+dM,)-(r+dr)-dp-

—2-M¢,-dr-sind%—Q-r~dqo~dr+q~r-d(o-dr- =

(8.24)

(8.25)
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M ¢Szn(d(p/2)
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] ldﬁﬂ/ 2 G
M

Slika 8.8. Diferencijalni element s prikazom vanjskog opterecenja i unutarnjih sila
Ako se uzme u obzir da je

sin (d_(l’j = d_go’
2 2

pa zatim srede gornji izrazi (8.24) 1 (8.25) 1 pri tome zanemare male veliCine viSeg reda, dobije

S€.
0+dQ+q-r=0, (8.26)
dm,
M,-M, - = -0-r. (8.27)

Izrazi (8.26) 1 (8.27) mogu se napisati u obliku:
1d

_— (r-Q) =—q, (8.28)
d
E(r-Mr)—M¢=Q~r. (8.29)

8.8. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA SAVIJANJA TANKE KRUZNE PLOCE

Sustav jednadzaba (8.15), (8.16), (8.28) 1 (8.29) moze se sredivanjem svesti na diferencijalnu
jednadzbu oblika:

e =€
——(a r)} = (8.30)
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u kojoj su dvije nepoznanice o 1 Q.

q

Y Yy ¥ ¥ ¥ h 4 Y yy

_

Y
- |
Slika 8.9. Tanka kruzna ploca optereéena jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optereéenjem po
povrsini ploce
Tako, na primjer, za tanku kruznu plocu zadanu 1 optere¢enu prema slici 8.9. poprecna sila QO

moze se odrediti razmatranjem ravnoteze isjeCenog elementa ploc¢e polumjera r (slika 8.10.):

Slika 8.10. Isjeceni dio ploce s kontinuiranim opterec¢enjem i poprecnom silom po obodu ploce u

proizvoljnom presjeku na udaljenosti v od sredine ploce

ZFZ:2-7r-r-Q+.r[q(r)-2-r-ﬂ'-dr=0. (8.31)
0
Dalje je:
Q:—l-j.q(r)q’-dr. (8.32)

0

Za konstantno kontinuirano opterecenje izraz (8.32) postaje:

__9r
0=-"-. (8.33)

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (8.30) ima oblik:

a:Cl-r+%+DLJ.[r-J'Q-dr]dr. (8.34)

- r
Konstante integracije odreduju se na temelju rubnih uvjeta (slika 8.11).
Ako je ploc¢a puna, onda je u sredini ploe a =0, Sto uvjetuje daje C, =0.

Kod prstenastih ploc¢a postoje dva ruba, pa se na temelju dvaju rubnih uvjeta mogu odrediti
dvije konstante integracije C,; 1 C, .

Na slici 8.11. prikazano je pet mogucih rubnih uvjeta.

Rubovi plo¢e mogu biti uklijesteni (slika 8.11.e), zglobno oslonjeni ili slobodni. Posljednja dva
mogu biti opterecena rubnim momentom A, (slika 8.11.c 1 d) ili mogu biti bez opterecenja

(slika 8.11.aib).
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Slika 8.11. Rubni uvjeti: a) ploca zglobno oslonjena na rubu, b) ploca slobodna od veza na rubu, c)
ploca zglobno oslonjena i opterecena po rubu radijalnim momentom, d) ploca slobodna od veza po
rubu i optereéena radijalnim momentom, e) ploca uklijestena po rubu.

Za rub prema slikama 8.11.a 1 b rubni uvjet glasi:

(d—“wﬁj:o. (8.35)
dr r
Ako je rub slobodan ili zglobno oslonjen i1 opterecen (slike 8.11c i d), rubni uvjet je:
(d_“w.ﬁ _M, (8.36)
dr r D

Za rub uklijesten prema slici 8.11.e rubni uvjet glasi:
a=0. (8.37)
Kada se pomocu rubnih uvjeta odrede konstante integracije, moze se dobiti konacni izraz

a=a(r).

Radijalni i cirkularni moment savijanja onda se mogu dobiti prema izrazima (8.15) 1 (8.16):

M,,:D.(d_aw.zj, v :D.(zw.d_aj_
dr r ¢ r dr

Progib se moze dobiti prema:
w:—ja(r)-dr+c3, (8.38)
gdje se C; takoder odreduje iz rubnih uvjeta.

Maksimalna radijalna i cirkularna normalna naprezanja javljaju se na gornjoj odnosno na donjoj
povrsini (slika 8.7.) 1 iznose:

o == 6-M,
7 max h2 ’
(8.39)
6-M,
O-(pmax =% hz
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Primjer 8.1.
Tanka kruzna ploc¢a polumjera R i debljine / oslonjena je zglobno duz ruba i opterecena

momentom M|, prema slici 8.12.

Potrebno je odrediti:

*  raspodjelu radijalnog i cirkularnog momenata savijanja M, i M,
* najveci progib w,_, 1najvecinagib «,,,
* najvece radijalno naprezanje o, inajvece cirkularno naprezanje o,.

Zadano je: R=200mm, A=10mm, M, =2000 Nm/m, E=210GPa, v=0,3.

Slika 8.12. Primjer 8.1.
Rjesenje:
Ispunjen je uvjet (8.1) jer je

h_10 1 _1

R 200 20 10°
Buduc¢i da na ploc¢u ne djeluju koncentrirane sile ni kontinuirano optereéenje, poprecna sila QO

jednaka je nuli pa diferencijalna jednadzba savijanja (8.30) glasi:

Hidian]-o.

Do op¢eg rjesenja diferencijalne jednadzbe dolazi se integriranjem kako slijedi:

: d :
_._(a.r)zcl’ E(a'l")zcl‘r,

. C
ar=C-—+c,, a=C-r+=2.
2 r

Kako se radi o punoj plo¢i, bit ¢e C, =0. Drugi rubni uvjet za » = R prema (8.36) glasi:

da a M,

— V== .

dr r D

Dalje je:

a=C - r, d_azcl’ g:cl’

dr r
M

C1+V-C1=M0, C = o,

D D-(1+v)
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Kona¢ni izraz za funkciju nagiba sada glasi:

M

8]

D-(l-i—V).r

Dalje je:
da M a M

[8) — o

dr D-(1+v) r D-(1+v)’

pa se izrazi za radijalni i cirkularni moment savijanja dobiju prema (8.15) 1 (8.16) 1 glase:

MV=D-(d—a+v-gj=D~ My v Mo |_iy,,
dr r D-(1+v) D-(1+v)

a da M M
M,=D-| =+v.-— |=D- 0 — =M.
g [rw dr] {D-(l+v)+v D-(l+v)} ’

Momenti savijanja konstantni su po cijeloj plo¢i, a njihov je dijagram prikazan na slici 8.13.

Izraz za progib dobije se prema (8.38) kako slijedi:

w= —Ia(r)dr,
2
r-dr=— M, -r—+C'3
D-(1+v) 2
h
v
-i__ _________________ _‘ ________________________________ 1_.
- R -:-( R »|
M, M,
“ M=M
A
M,
Y r

Slika 8.13. Primjer 8.1.

Konstanta integracije C3 moZe se dobiti iz rubnog uvjeta: za r = R, w=0, §to daje:

— MO.IQ2
T 2.D-(1+v)’

pa je konacni izraz za progibnu funkciju:

M
W=Wi+v)-(R2—r2).
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Najveci je progib u sredini ploce (slika 8.14.), tj. za » =0, 1 1znosi:

M 2

o

M =D (1)

5

te uz (8.14):

Slika 8.14. Primjer 8.1.

Najveci nagib javlja se na rubu, tj. za = R, 1 iznosi:

0 = My o 12-(1—1/).M0 R
D-(1+v) E-W

Najvece radijalno i cirkularno normalno naprezanje javljaju se na gornjoj odnosno na donjoj

povrsini i iznose:

o=t S M O My O My 6 My

7 max h2 h2 > T ¢max hz hz
Za zadane vrijednosti trazene veliCine iznose:
M, =M,=M,=2000 Nm/m,
Crmax = Opmax =+ 6(; 200120 =+120000000 Pa = £120 MPa,
6-(1-v 6-(1-0,3
" :(—3)-MO R® :%-2000-2002 =1,6 mm,
E-h 210-10°-10

_12(1-v) o 12:(1-0.3)

a = =
e E-h 0 210-10°-10°

-2000-200=0,016 rad.

Primjer 8.2.

Tanka kruzna ploc¢a polumjera R i debljine / oslonjena je zglobno duz ruba i opterecena
jednoliko raspodijeljenim optere¢enjem ¢ prema slici 8.15.

Valja odrediti:

* raspodjelu momenata savijanja: radijalnog M, i cirkularnog M, i njihove najvece
vrijednosti
* najveca normalna naprezanja

* najveci progib w,_ . 1najveci nagib elasti¢ne plohe ploce «,,, -

Zadano je: R=120mm, #=12mm, ¢ =2 N/mm”, E =200 GPa, v =0,3.
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Slika 8.15. Primjer 8.2.

Rjesenje:

Poprecna sila moze se dobiti iz uvjeta ravnoteze isjeCenog elementa ploce (slika 8.16):

Slika 8.16. Primjer 8.2.
ZFZ =0: 2-r-7-Q+r*-m-q=0, Qz—%-q-r.
Diferencijalna jednadzba savijanja ploce glasi:
sent-5

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe je:

3
a=C1-r+2—q T
r 16-D

Buduc¢i da je ploca puna, bit ¢e C, =0, pa se opc¢e rjeSenje svodi na izraz:

q-r

16-D

a=C,-r—

Konstanta integracije C, moze se dobiti iz rubnog uvjeta M, (R) =0 kako slijedi:

da o
—~4y.==0
dr R
2 2
d—a=C1_3qR s gzcl_qR s
dr 16-D R 16-D
2 2
oAt LSRN ORI Al Sy
16-D 16-D
_3+V_q-R2
" 14v 16-D°

Funkcija nagiba glasi:
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a="2"_. 3+—V-R2—r2 _
16-D \1+v

Integriranjem gornjeg izraza dobije se funkcija progiba kako je ispod navedeno:

q-r (3+v
et (2

Konstanta integracije C; moZe se dobiti iz rubnog uvjeta w(R)=0:

_q-R* 5+v
64-D 1+v

3

Konacni izraz za progib glasi:

g-R* |5+v (r Y e+2v (Y
w= . + J— — o — .
64-D | 1+v R I+v R

Najvecdi je progib u sredini ploce , tj. za » =0, 1 1znosi:

o StV @R 3 (5+v)(1-v)-q K
"™ (1+v) 64-D 16 E-W '

Najveci nagib javlja se na rubu, tj. za » = R, 1 iznosi:

q-R’ 3 (l—v)~q-R3

o T D (14v) 2 ER

Radijalni i cirkularni moment savijanja glase:

M, =D‘(d_a+v'ﬁj=3+—v'q~(Rz—r2)’

dr r 16
M =D- g_ﬁ_v.d_a :3+V.q. R2_1+3'V.r2 _
¢ r dr 16 3+v

Oba momenta savijanja imaju najvecu vrijednost u sredini ploce, tj. za »=0:

_3+V. p2
7 max 16 >
3+v 2
= -g-R
@max 16

Raspodjela ovih momenata savijanja dana je na slici 8.17.

177



3+V_

R
16 g

Slika 8.17. Primjer 8.2.

Za zadane vrijednosti trazene veli€ine iznose:

_3+v o n 3403

M, =M T . -2-120* = 5940 Nmm/mm ,
G, = s =3 = 247.5 MPa,

3 (5+v)-(1-v)-¢-R* 3 (5+0,3)-(1-0,3)-2-120*
w._o=—: =—.

"6 E-W 16 200-10°-12°

1-v)-g-R° 1-0,3)-2-120°
amax:i'( V) q3 :2( )3 3 =0,0105rad.
2 E-h 2 200-10°-12
o

Zadatak 8.1.

Tanka kruzna ploca polumjera R i debljine & uklijeStena je na rubu i opterecena jednoliko
raspodijeljenim optereenjem ¢ prema slici Z.8.1. Potrebno je odrediti:

* raspodjelu radijalnog i cirkularnog momenata savijanja M, i M,

* najveci progib w,, 1najveci nagib o,

* najvece radijalno naprezanje o, 1najvece cirkularno naprezanje o,

Zadano je: R=200mm, A=10mm, ¢ =2 N/mm?, E=210GPa, v =0,3.

R R

el . =

Slika Z.8.1. Zadatak 8.1.
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9. UVIJANJE STAPOVA NEOKRUGLOGA
POPRECNOG PRESJEKA

Uvijanje Stapova okrugloga poprecnog presjeka obradeno je u kolegiju Nauka o ¢évrstoci, gdje
su dani izrazi za izraCunavanje najvec¢ih posmicnih naprezanja i kuta uvijanja.

U slucaju uvijanja Stapova neokrugloga poprecnog presjeka odredivanje izraza za posmicna
naprezanja i relativni kut uvijanja predstavlja sloZen matematicki problem, a rjeSava se u okviru
teorije elasticnosti.

U ovom poglavlju navest ¢e se gotovi izrazi za izraCunavanje posmicnih naprezanja i relativnog
kuta uvijanja za nekoliko oblika neokruglih poprecnih presjeka bez njihova izvodenja.

9.1. UVIJANJE STAPA ELIPTICNOGA POPRECNOG PRESJEKA

Razmotrimo Stap elipticnoga poprec¢nog presjeka uklijeSten na lijevom kraju te opterecen na
slobodnom kraju koncentriranim momentom M (slika 9.1.). Moment uvijanja u poprecnom

presjeku Stapa jednak je vanjskom momentu, tj. M, =M .

Slika 9.1. Stap elipticnoga poprecnog presjeka opterecen momentom na slobodnom kraju

Posmi¢na naprezanja u proizvoljnoj tocki popre¢nog naprezanja mogu se izraunati prema
izrazu:

2-M 4 2 4 2 5
t(y,z)=—————|b" -y +a -z" |2. 9.1
(7.2) b [ Y ] .1
Raspodjela posmic¢nih naprezanja duz velike osi elipse dana je izrazom:

2-M

r-a b

2-M

7-a b

7(v,2=0)= b y= Y, 9.2)
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a duz male osi elipse izrazom:

M, 2-M

_—a ez = .
r-a b’ r-a-b’

r(yzO,z): z. (9.3)

Iz izraza (9.2.) 1 (9.3.) vidljiva je linearna raspodjela posmicnih naprezanja duz velike i male
osi elipse (slika 9.2.).

Najveca posmicna naprezanja na velikoj osi iznose:

2-M
T, =7(y=—a,z=0)= , 9.4
A (y ) T az . b ( )
a na maloj osi:
2-M
z‘B:z'(y:O,Z:—b)z > 9.5)
m-a-b
Budu¢i da je a > b, najvece posmicno naprezanje dano je izrazom (9.5.).
TB:Tmax
A \IB
Ta
2:b| - 2
Pt ;
,
Y =
= 2:a -
Slika 9.2. Linearna raspodjela posmicnih naprezanja duz velike i male osi elipse
Omjer najvecih naprezanja na maloj i velikoj osi jest:
—==—. 9.6
==y (9.6)
Relativni kut uvijanja dobije se prema izrazu:
M
G.7a -b
a’+b*
Za a=b elipticni poprecni presjek prelazi u kruzni (d =2-a), a izraz (9.5) postaje:
2-M M M M
Tmax = 5 = 3 = 3 T T, (98)
Terer Tr m-d w,
2 16

Raspodjela posmic¢nih naprezanja za kruzni poprec¢ni presjek dana je na slici 9.3.
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Lo
Q‘,’ .

NS

Slika 9.3. Linearna raspodjela posmicnih naprezanja za kruzni poprecni presjek

Izraz (9.7) za relativni kut uvijanja sada je:

19 — t — t — t — t (99)

9.2. UVIJANJE STAPA PRAVOKUTNOGA POPRECNOG PRESJEKA

Za razliku od kruznoga poprecnog presjeka gdje su najveca posmi¢na naprezanja u tockama na
vanjskom rubu, u vrhovima pravokutnoga poprecnog presjeka posmicno naprezanje jednako je
nuli (slika 9.4.).

Slika 9.4. Raspodjela posmicnih naprezanja za kruzni i pravokutni poprecni presjek

Za Stap pravokutnoga popre¢nog presjeka stranica a 1 b (a > b) opterecen na uvijanje (slika
9.5.) najvece posmicno naprezanje javlja se na sredini konture vece stranice (to¢ka B) (slika
9.6.) i rauna se prema izrazu:

M

a-a-b’

(9.10)

TB = Z-max =

Posmic¢no naprezanje na sredini krace stranice (tocka A) dobije se prema:
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TA = VTmax - (911)

Relativni kut uvijanja moze se izracunati uz pomoc izraza:

M, (9.12)

" BGab

ru

Slika 9.5. Stap pravokutnoga poprecnog presjeka optereéen momentom na slobodnom kraju

Raspodjela posmic¢nih naprezanja po poprecnom presjeku prikazana je na slici 9.6.

T 1

max
3

b ‘W

os]
Y > \
>£

a

Slika 9.6. Raspodjela posmicnih naprezanja za pravokutni poprecni presjek
U izrazima (9.10), (9.11) 1 (9.12) «, B 1 y su nedimenzionalni koeficijenti ovisni o omjeru
stranica pravokutnoga popre¢nog presjeka a/b. Vrijednosti ovih koeficijenata za razliCite

omjere a/b dane su u tablici 9.1.

Za a=>b pravokutni poprecni presjek prelazi u kvadratni, a izrazi za najvece posmicno
naprezanje (9.10) i relativni kut uvijanja (9.12) postaju:

T8 = Toax = (9.13)
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M

t

9= 9.14)

Tablica 9.1. Vrijednosti koeficijenata ¢, 1 ¥ ovisne o omjeru a /b

alb 1 1,5 2 3 4 6 8 10 0

(4 0,208 | 0,231 | 0,246 | 0,267 | 0,282 | 0,299 | 0,307 | 0,313 | 0,333

B 0,141 | 0,196 | 0,299 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,307 | 0,313 | 0,333

v 1 0,858 | 0,796 | 0,753 | 0,745 | 0,743 | 0,743 | 0,743 | 0,743

Raspodjela posmic¢nih naprezanja za kvadratni popre¢ni presjek dana je na slici 9.7.

T,

max
h

s
IR

Y

\J

7]

-y

Slika 9.7. Raspodjela posmicnih naprezanja za pravokutni poprecni presjek

Na slici 9.8. prikazan je, za pravokutni i elipti¢ni poprecni presjek, omjer najveéeg posmicnog
naprezanja i najveéeg posmicnog naprezanja kod kruznoga poprecnog presjeka za razlicite
omjere a/b 1 uz jednake povrSine poprecnih presjeka. Vidljivo je da su elipticni oblici
povoljniji od pravokutnih za omjere a /b < 4, a najpovoljniji je kruzni poprecni presjek.

7 max
2.25
T

max,0

2.0

.75

1o
C

1,25

a
1,0 =
1.0 1,51,75 2,0 2,5 3,0 4,0 p

Slika 9.8. Omjer najveéeg posmicnog naprezanja i najveceg posmicnog naprezanja za kruzni poprecni
presjek za razlicite omjere a /b
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Na slici 9.9. prikazan je, za pravokutni 1 elipticni poprecni presjek, omjer relativnog kuta
uvijanja i relativnog kuta uvijanja kruznoga poprecnog presjeka za razlicite omjere a/b 1uz
jednake povrsine popre¢nih presjeka. I u pogledu relativnog kuta uvijanja elipticni su oblici
povoljniji od pravokutnih, a opet je najpovoljniji kruzni poprec¢ni presjek.

2,25
9%, T T ﬂ
2,0 ,717' s SRR _\
1,75 M
. M \.ﬂ
2-b
1,25

a
1,0 — s
1,0 15 175 2.0 25 3,0 4,0 p

Slika 9.9. Omjer relativnog kuta uvijanja i relativnog kuta uvijanja za kruzni poprecni presjek za
razlicite omjere a /b

9.3. UVIJANJE STAPA TROKUTNOGA POPRECNOG PRESJEKA

Ako je poprecni presjek u obliku istostrani¢nog trokuta, izrazi za najveée posmi¢no naprezanje
i relativni kut uvijanja glase:

Slika 9.10. Raspodjela posmicnih naprezanja za trokutni poprecni presjek

T =£;, (9.15)
20
M
§=—t. (9.16)
G-
46,19

Najvece posmi¢no naprezanje javlja se na sredini osnovnog brida (slika 9.10).
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Tablica 9.2. Izrazi za najvece posmi¢no naprezanje i relativni kut uvijanja za razlicite oblike popre¢nog

presjeka
Najved i¢ Relativni kut
Oblik poprecnog presjeka Povrsina ajveee posgllcno e .I.V m' Y
naprezanje uvijanja
A
M M
b a - b Tmax = —tz = 4 3
a-a-b p-G-a-b
- a »
A
a 612 Thax = Mt3 d= Mt 4
a-a p-G-a
A 4
-t a b 2
T .= M, 9= M,
max 2 3 3
ﬂ-.a.b ﬂ.a.b G'ﬂ"a b
2 a’+b*
0 9= M
0,433-a g a*
20 46,19
- a >
P
\\
\\\a
N M M
! 2 Tmax = 3t 9= t4
o5 0,866-a a a
0,188 0,114
I S—
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U tablici 9.2. dani su izrazi za najveée posmicno naprezanje i relativni kut uvijanja za razlicite
oblike popre¢nog presjeka.

U istoj tablici izrazi za najvece posmicno naprezanje i relativni kut uvijanja mogu se za sve
oblike neokrugloga poprecnog presjeka pisati kao

r =M (9.17)
W,

M (9.18)
G-I,

gdje su W, torzijski moment otpora poprecnog presjeka i /, torzijski moment tromosti
poprecnog presjeka, za razliku od polarnog momenta otpora ¥, i polarnog momenta tromosti

1, , kojima smo se koristili pri uvijanju Stapa okrugloga popre¢nog presjeka.

9.4. UVIJANJE STAPA ZATVORENOGA I OTVORENOGA TANKOSTJENOGA
POPRECNOG PRESJEKA

Ako se radi o tankostjenom zatvorenom poprecnom presjeku (slika 9.11), najveée posmicno
naprezanje 1 relativni kut uvijanja mogu se racunati pomocu prve i druge Bredtove formule:

TmaX: Mt > Tmax:Ml’ VVZ‘:2.AO'tmll‘l; (9'19)
2-4,-t W,
M 4- A
G=—=o, I = : 9.20
G'lt t é ( :
dt

U izrazima (9.19) 1 (9.20) 4, je povrSina koju zatvara srediSnja linija koja raspolovljuje
debljinu stijenke ¢.

Najvece posmicno naprezanje kod tankostjenoga zatvorenoga poprecnog presjeka javlja se na
mjestu gdje je stijenka najtanja. Posmic¢na naprezanja su konstantna po dijelovima presjeka.

Slika 9.11. Tankostjeni zatvoreni poprecni presjek
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Kod tankostjenoga otvorenoga poprecnog presjeka (slika 9.12) najvece posmicno naprezanje i

relativni kut uvijanja mogu se racunati prema izrazima:

Tmax = % b 9 = Mt b (9.21)
I/Vt G']t

gdje se torzijski moment tromosti 7, i torzijski moment otpora #, mogu dobiti prema:

1 & 3 1
L==Ys-10, W=—t. 9.22)
3 i=1 tmax
5
'
PR 1 A ] i

1 A !
1 IZ} :
Sy : s :
1 a
. :
A4 !
|

: 8,
i
i
i

bl
|
]
:
i Y

Slika 9.12. Tankostjeni otvoreni poprecni presjek

Primjer 9.1.

Tankostjeni Stap zatvorenoga poprecnog presjeka opterecen je na slobodnom kraju momentom
M (slika 9.13.). Treba odrediti najvec¢e posmicno naprezanje te relativni kut uvijanja Stapa.

Zadano je: b=180mm, A=130mm, t, =6mm, t, =4mm, M =15kN-m, G=80GPa.

a) b)

A

Slika 9.13. Primjer 9.1.
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RjeSenje:

PovrSina 4, (slika 9.14.b) iznosi:

Ay =by-hy =(b—2-%2j-(h—2-%j:176-124=21824mm2.

130 mm A, hy

Slika 9.14. Primjer 9.1.

Posmic¢na naprezanja u tockama A (horizontalne stijenke) i B (vertikalne stijenke) jesu:

6
Ty = M, __1510 =57,3MPa,
2-4,-t, 2-21824-6
6
= 1310 5o npg

T2 4,1, 2-21824-4

Raspodjela posmic¢nih naprezanja dana je na slici 9.15.
T MPa 57.3

85,5

_—— e - W

o i

— > > —» >

e e

A
Slika 9.15. Primjer 9.1.

Dakle, vece je naprezanje u stijenci koja ima manju debljinu.

Torzijski moment tromosti iznosi:

; A4 447 2218247
T oeds (g 5 ) 176 124
4 2 Syt | —

t Lot 6 4

Relativni kut uvijanja sada je:

=15788519 mm*.

M .10°
_ M, _ 315 10 : —0,000012 24
G-I, 80-10°-15,789-10 mm
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Primjer 9.2.

Tankostjeni Stap iz primjera 9.1., ali otvorenoga poprecnog presjeka (slika 9.16.), opterecen je
na slobodnom kraju momentom M . Treba odrediti najvece posmicno naprezanje te relativni
kut uvijanja Stapa.

Zadano je: b=180mm, £=130mm, t, =6 mm, ¢, =4mm, M =15kN-m, G=80GPa.

o S— | [130mm

A

Slika 9.16. Primjer 9.2.
Rjesenje:
Torzijski moment tromosti i torzijski moment otpora mogu se dobiti prema (9.22) i iznose:

-(2-176-63+2-124~43),

1, =%-Zn:si~ti3 =§-(2~sl~tl3+2~s2-t§)=§
i=1

I, =30635 mm*,

W, = ! =¥=5106mm3.

max

Najvece posmic¢no naprezanje i kut uvijanja iznose (9.21):

6
rmax—%=15 10 =2938 MPa,
W, 5106
6
M DAY o612 29
G-I, 80-10°-30635 mm

Najvece posmi¢no naprezanje javlja se u najdebljem dijelu presjeka za razliku od zatvorenoga
tankostjenog presjeka kod kojeg se najvece posmi¢no naprezanje javlja na mjestu gdje je
stijenka najtanja.

Usporedbom rezultata za najve¢e posmicno naprezanje i kut uvijanja Stapa s otvorenim 1 sa
zatvorenim poprecnim presjekom dobije se:

(T ) _ 2938 _
(Twax ), 859

34,2;
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($)g _ 0,00612 _
(9).  0,000012

Drugim rije¢ima, za ovaj je Stap krutost Stapa sa zatvorenim tankostjenim poprecnim presjekom
u odnosu na $tap s otvorenim poprecnim presjekom 510 puta veca, dok je nosivost 34 puta veca.
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10. RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBU

1. Potencijalna energija deformiranosti

Zadatak 1.1.
U=18,417 N-m.
Zadatak 1.3.
U=27,707 N-m.
Zadatak 1.5.
U=284,75N-m.
Zadatak 1.7.
U =686,26 N-m.

2. Koeficijenti podatnosti

Zadatak 1.2.
U =20,045N -m.
Zadatak 1.4.
U =486,53N-m.
Zadatak 1.6.
U =163,84 N-m.

Zadatak 2.1. Zadatak 2.2.
[ 3./ / fi1=2,2 ! fi !
— 2 — n=Tse = Jn T o
ﬁl_A-E’ _f]z A- ) ﬁ3 AE’ Ip'G IP'G
3.1 ! l [
=—, =—, = — f =
S A-E Jos A-E f33 1-E 22 1,-G
14-F-1 12-F-1 6-F-1 M - M -
U= > Uy = s Uy =——+. o, _7,6'—1, a2:—4'—l
A-E A-E A-E 1,-G 1,-G
Zadatak 2.3.
9.1° 4.1% 2:1 F-P F-I?
Ji=7——=, fu= s Sn = , w=17- . B =8
Iy~E Iy-E Iy- Iy E Iy~E
3. Castiglianovi teoremi
Zadatak 3.1. Zadatak 3.2.
v =(10+14.ﬁ)-—F'l :
he =4,134mm, v, =20,93 mm. A-E

Zadatak 3.3.
ap =0,01166rad .

Zadatak 3.4.

vp =11L83 mm.

1 3 5 2 1 9 2
- |9 FrP2MP|, p=— | I FP-M1|
"TE ( > j Pa (2 j

y

E-1,
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Wy :;.(i.]s.ﬁ_l.M.[zj’
E-I,\3 2

wy =1L11mm, B, =0,01009rad, wg=1,389 mm.
Zadatak 3.5.

Zadatak 3.6.
wAzL-(i.F-ﬁ—MJzJ, F, =11,4kN,
E-I, \3 Fy =156 kN.
1 2
=—|-F-I"+ M-I},
By E‘[y ( )
w, =18,035mm, f; =-0,00859 rad.
Zadatak 3.7. Zadatak 3.8.
N, =5,723kN, N, =3,284kN, F,=13,5kN, M;=-9,0kN-m,
N; =-6,469 kN . Fy=22,5kN.
Zadatak 3.9.

F, =5769kN{, F. =20kN<«, F. =15769kNT, M.=19,231kN-m .

4. Mohrov integral
Zadatak 4.1.

Zadatak 4.2.
ve=0,312mm 7T, &, =1,681mm —>. vg =8,271mm Y .
Zadatak 4.3. Zadatak 4.4.
ap =0,00737 rad, @ =0,01842rad, WA:@_Ff’ [;B:Z.F'Zz,
op =0,02812rad. 6 E-I, 2 E,
wy =123,2mm, f;=0,0291rad.
Zadatak 4.5. Zadatak 4.6.
y y y y
Zadatak 4.7.
r r I’ 7 0 5 7
M3 et i T EL TR
4.1
S E-I,’

5. Metoda sila
Zadatak 5.1.

N, =-10,5kN, N,=13,4kN, N,=-9,50kN,
N,=-14,9kN, N,=9,50kN, N,=11,3kN.
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Zadatak 5.2.

M
M, g M,
/A
" AP
M.
3IMI7
@
X
»
@
AM/T
Zadatak 5.3.
5 M
" )

A A \‘“ A
FA F( FH
O AkN

4,80 3.47
® ®
» X
&)
7.20
M AKN-m
| 4,80
‘ @ 2,80
®
2,40 ©
5,20
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Zadatak 5.4.

Ry
A A A
F, F, F, Fy
0. AkN
12,33 11,98
6,66
@® ©) @
» X
e S]
© i
1835 11,67
. 3,541 m _
. 6,497 m )
M}:A kKN'm
6,66
@
m / .
v \e/
6,69 5,70
Zadatak 5.5.
g 10,62
] e
A
M ™| Fy, 1,327 m ©
@
13,39
il
FDx QZ kN 3,12
IF[)_v
2,43 8,77
®
§ E :
4,62
11,89
- ik N
N kN 13,39 M, kN'm
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Zadatak 5.6.

14,73

14,73

14,73 36,0 3527
N kN 0. kN M, kKN-m

6. Metoda pomaka

Zadatak 6.1.
X
)
B 4316 m .
M, A KN-m
4,87
o 2,81
® X
© ©
7,59
9,71

195



Zadatak 6.2.

A FAy
/5
!
@
6,74
©
N kN
6,24
Zadatak 6.3.
q

R
il
P
B
bl
-
bl

q>

YYYYYYYY

5,76
@ 6,74
1,44 &
6,24 2
F
_‘_
o
Q. kN
3,26
Dy
1,39
348
y
\§
2,76 e
®
3,26
M, kKN-m
15,66
M, 10,26
1) = -
F,. 1434 9,74
!
1,529
°] .
kN
i Q.
9,83
@
S)
6,80

9,66

M}. kNm
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Zadatak 6.4.

Fr2 9,0
@
O
788
o
F 10,13
—_— &) 7.88 9.75( @
®
e}
il <£‘ 9,0 L N10,5
KI)MA
F,, N kN 0. kN M kN-m
Zadatak 6.5.
F
MA
Y Y
A/ A
FC FD
0.
6,26 ®
@ » X
3,15
12,24
3,470 -
M A KkN-m
i 3,66 3,15
0,94 /@\ ik
PO - X
1,51 © ©
4,99 5,70
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Zadatak 6.6.

30,0
q
‘ ®
YYVYY \J
o
30,0\ |
q
YYYYYYY
d 308 Q. kN
30,0
01049
11,78
©
. 7,21 ®
90,18
5 13,54
600 N kN 2,18Z M, kN-m
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7. Debelostjene cilindri¢ne posude i cijevi

Zadatak 7.1.

uy, =0,052mm, uy=0,046 mm.

Zadatak 7.2.

uy, =-0,135mm, wuy=-0,125mm.

2638 %,
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8. Savijanje tankih kruznih ploca

Zadatak 8.1.

Yvy Yy

Y YYYYVYYVYY YYY

6500

o 1
43000
Y

Woae =W(0)=2,6 mm, @, =a(R/x/§)=0,02001rad,

m

o

7,max

o,(R)|=600MPa, o, =0,(0)=390MPa.
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A.

UNUTARNJE SILE U PRESJEKU STAPA

Kod energijskih metoda vazan korak predstavlja odredivanje unutarnjih sila u popre¢nom

presjeku Stapa. Opcenito se kod prostornog sustava Stapova, u proizvoljnom poprecnom

presjeku Stapa, javlja Sest komponenata unutarnjih sila (slika A.1.):

N —uzduzna sila

0, —poprecna sila duz lokalne osi y

Q. — poprecna sila duz lokalne osi z

M =M, — moment uvijanja

M, — moment savijanja u odnosu na lokalnu os y

M —moment savijanja u odnosu na lokalnu os z .

Budu¢i da je uoceno da veéina pogresaka pri koriStenju energijskih metoda u proracunima

proizlazi iz loSe odredenih unutarnjih sila, u primjerima koji slijede ponovit ¢e se postupak

odredivanja unutarnjih sila pri razli¢itim slucajevima opterecenja Stapa ili sustava Stapova.

a) b)

F,

Slika A.1. Unutarnje sile u poprecnom presjeku stapa

A.1. AKSIJALNO OPTERECENJE

Pri aksijalnom opterecenju u popre¢nom presjeku Stapa od unutarnjih sila javlja se samo

uzduzna sila N . Pozitivna uzduzna sila u poprecnom presjeku Stapa ima isti smjer kao vanjska

normala na presjek. U zadatcima koji slijede pretpostavljat ¢e se uvijek da je uzduzna sila
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pozitivna. Ako se u rezultatu uz vrijednost sile dobije pozitivan predznak, pretpostavka je
ispravna i obrnuto.

Primjer A.1.

Konstrukcija sastavljena od dvaju Stapova opterecena je silom iznosa F' prema slici A.2. Valja
izraCunati uzduzne sile u Stapovima 1 1 2.

Zadano je: F=15kN, a=2m, b=15m, c=1m.

a

Slika A.2. Primjer A.1.
Rjesenje:
Uzduzne sile u Stapovima 1 1 2 mogu se dobiti metodom presjeka iz uvjeta ravnoteze
postavljenih za &vor C. Cvor C s prikazom sila prikazan je na slici A.3.

Slika A.3. Primjer A.1.

Uvjeti ravnoteze glase:
ZFX =0: N,-cosq,+N,-cosa, =0,
sz =0: N,-sing,—N,-sina,—F =0,
gdje su kutovi ¢, 1 a, dobiveni kako slijedi:

_LS 49, a,=36,87°; tana,=—=
2 a

Q| >

tana, = =0,5, a, =26,57".

1
2
Dalje je:
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0,8-N,+0,894-N, =0,
0,6-N,-0,447-N, =15.

Rjesavanjem gornjeg sustava jednadzaba dobiju se trazene uzduzne sile u Stapovima:
N, =15,0kN; N, =-13,4kN.

Primjer A.2.

Za aksijalno opterecen Stap prema slici A.4. valja odrediti raspodjelu uzduznih sila po svim
podrucjima te skicirati njihov dijagram.

Zadano je: F, =3kN, F,=7kN, F, =13kN, F, =16kN.

! 04l 21 041

Slika A.4. Primjer A.2.
RjeSenje:
Raspodjela uzduznih sila po svim podru¢jima dobit ¢e se metodom presjeka te postavljanjem
uvjeta ravnoteze za odsjeceni dio Stapa lijevo od presjeka kako slijedi:

- L podrucje: 0 < x <[ (slika A.5.a)

Y F =0: N,-F=0, N =F=3kN;

vy <

Slika A.5. Primjer A.2.
- II. podrudje: [ <x<1,4-1 (slika A.5.b)

S F =0: N,—-F~F,=0, N,=F+F=3+7=10kN;
- 1. podrucje: 1,4-1<x<3,4-1 (slika A.6.)

>F =0: N,-F-F+F=0, Ny=F+F-F=3+7-13=-3kN;

F, o p— N,

A\ 4

Slika A.6. Primjer A.2.
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- 1V. podrudje: 3,4-1<x<3,8-1 (slika A.7.)
Y. F=0: N,~F-F+F-F=0,

N,=F+F,-F,+F,=3+7-13+16=13kN.

Slika A.7. Primjer A.2.

Prema gore izraCunanim vrijednostima mozZe se nacrtati dijagram uzduZznih sila prikazan na slici
A8.

a)
F F, F, F,
-— A e e
B | _ A
B / 0,4/ 21 041
13 b)
f\f A kN ]0
@®
3 ©)
| 2
»
C
3

Slika A.8. Primjer A.2.
Primjer A.3.

Za reSetkastu konstrukciju zadanu 1 optereCenu prema slici A.9. valja izraCunati reakcije

oslonaca te uzduzne sile u svim Stapovima.

Zadano je: a=3m, b=2,8m, F,=10kN, F, =5kN.

Fl

Slika A.9. Primjer A.3.
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RjeSenje:

Resetka oslobodena od veza s prikazom svih sila koje na nju djeluju prikazana je na slici A.10.

) A

2.8

j:’\‘L > = >

Slika A.10. Primjer A.3.

Uvjeti ravnoteze glase:
Y F.=0: F,,+F,=0,
D F,=0: F,, —F+F,=0,
> M,=0: F;-6—F-3=0.
Rjesavanjem navedenih jednadZzaba dobiju se trazene reakcije oslonaca:
Fy,=—5kN, F, =5kN; F=5kN.

UzduZzne sile u Stapovima mogu se dobiti po metodi ¢vorova postavljanjem uvjeta ravnoteze za

svaki ¢vor.

1z uvjeta ravnoteze postavljenih za ¢vor A (slika A.11.a) koji glase:
Y F.=0: N, +N,-cosa+F, =0,
ZFy =0: N,-sina+F,, =0,

gdje je kut o dobiven prema:

b 2,8
tang =—=
a

=0,933333,

a=43,03",
slijede uzduzne sile u Stapovima 11 2:

N, =10,36 kN,

N, =-7,33kN
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c)

Slika A.11. Primjer A.3.

Na slici A.11.b prikazane su sile koje djeluju na ¢vor B. Uvjeti ravnoteze glase:

ZF =0: —Ny—N,-cosa=0,

D F,=0: —N,-sina+F;=0.
RjeSavanjem sustava jednadzaba dobije se:

N,=7,33kN,

Ny =-5,36 kN.

Uvjeti ravnoteze za ¢vor C (slika A.11.c) mogu se napisati u obliku:

ZF =0: Ny—N,-cosa=0,

> F,=0: —N,-sina-N;-F =0,
odakle je:
N,=-5kN.

A.2. UVIJANJE

Kada je Stap opterecen na uvijanje u njegovu poprecnom presjeku od unutarnjih sila javlja se
samo moment uvijanja M, . U zadatcima koji slijede pretpostavljat ¢e se uvijek da je moment

uvijanja pozitivan. Ako se u rezultatu uz vrijednost momenta uvijanja dobije pozitivan

predznak, pretpostavka je ispravna i obrnuto.

Pozitivan moment uvijanja odreduje se pravilom desne ruke, tako da se palac stavi u smjeru
vanjske normale na presjek.

Primjer A 4.

Stap okruglog presjeka sastavljen od dvaju segmenata uklijesten je na lijevom kraju i optereéen

momentima M,, M, 1 M, prema slici A.12. Valja odrediti dijagram momenta uvijanja.

Zadano je: M, =15kN-m, M,=8kN-m, M, =5kN-m.
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Slika A.12. Primjer A.4.

Koriste¢i se metodom presjeka i postavljanjem uvjeta ravnoteze za dio Stapa desno od presjeka
mogu se dobiti momenti uvijanja za svako podrucje Stapa kako slijedi:

- I podrucje: 0<x<a (slika A.13.a)
DM, =0: M, +M,-M,+M,=0,

M =M,~M,+M;=15-8+5=12kN-m;

a) b) c)
~ ~Mo oy, M, u, M,
M, (’“ ("
oy y

Slika A.13. Primjer A.4.

- II. podrucje: a<x<a+b (slika A.13.b)

DM, =0: -M,-M,+M,;=0, M,=-M,+M;=-8+5=-3kN-m;
- 11 podrucje: a+b<x<a+b+c (slika A.13.c)

DM, =0: -M; +M,;=0, Mjz=M;=5kN-m.

Dijagram momenta uvijanja prikazan je na slici A.14.

y

~ M 4
A

o
<« 06m ! _04m __, 06m i
M, A kN'm b)
12
@ 5
@ X
»
SR P

Slika A.14. Primjer A.4.
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A.3. SAVIJANJE - linijski nosaci

Pri savijanju silama (opterecenje djeluje u vertikalnoj ravnini okomito na uzduznu os nosaca)
u popre¢nom presjeku Stapa javljaju se poprecna sila Q. i moment savijanja M .

Primjer A.S.

Linijski nosac¢ uklijesten je na desnom kraju i opterecen prema slici A.15. Potrebno je odrediti

unutarnje sile po podrucjima nosaca te skicirati i kotirati njihove dijagrame.

Zadanoje: a=1m, b=2m, F=5kN, M =11kN-m, ¢ =8kN/m.

Slika A.15. Primjer A.5.

Unutarnje sile po podru¢jima nosaca mogu se dobiti razmatranjem ravnoteze odsjecenog dijela
nosaca lijevo od presjeka.

- L podrucje: 0 < x <1m (slika A.16.a)
Y F.=0: 0,+F=0,
Q.,=-F=-5kN
D My=0: M, +F-x=0,
M,=-F-x==5x, M,(0)=0kN-m, M (1)=-5kN-m;

g-(x-a) b

Slika A.16. Primjer A.5.
- II. podrucje: 1<x <3 m (slika A.16.b)

ze =0: Q0,+F+q-(x-a)=0,
0, =—F—q-(x—a)=—5—8'(x—1)=—8-x+3,

0.,(1)=-5kN, 0,(3)=-21kN

2
> M, =0: My2+F-x—M+q-(x_2a) =0
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(x=a) (=),
M,=-F-x+M-q- =5 x+11-8——=-4-x"+3-x+7
2 2

M, (1)=6kN-m, M ,(3)=-20kN-m.

Dijagrami unutarnjih sila dani su na slici A.17.

a)
q
| f‘@il,i,i”i‘
< Im | 2Zm B
Q. tkN b)
=
X
21
M, kN'm 6 c
)
e 5 o
20

Slika A.17. Primjer A.5.

A.4. SAVIJANJE - okvirni nosaci

Kod okvirnog nosac¢a u ravnini se u popre¢nom presjeku javljaju uzduzna sila N , poprecna sila

Q. i moment savijanja M (oznake su u odnosu na lokalne koordinatne sustave).

Primjer A.6.

Okvirni nosac s optere¢enjem prikazan je na slici A.18. Nosac je vezan za podlogu ukljestenjem
u C. Valja odrediti dijagrame unutarnjih sila po podru¢jima okvirnog nosaca ako je zadano:
[=1m, F=10kN, M =30kN -m.

M

B

[ [

- o -

Slika A.18. Primjer A.6.
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Za odredivanje unutarnjih sila u presjecima okvirnog nosaca koriste se lokalni koordinatni

sustavi koji su prikazani na slici A.19.a.

a)
Y2 X
& » 2 N,
Xy
M Qzl
»l i
)
%
F
B41S, 2 e

Slika A.19. Primjer A.6.

Dio okvirnog nosaca AB

- I podrucje: 0<x; <1m (slika A.19.b)

b)

Na slici A.19.b prikazan je odsjeceni dio nosaca. Uvjeti ravnoteze pisani u odnosu na lokalni

koordinatni sustav glase:
Y Fy=0: N =0
Y F,=0: 0,+F=0, Q,=-F=-10kN
D My=0: M, +F-x=0,

M, =-F-x=-10-x, M, (0)=0kN-m, M (1)=-10kN-m.

v

a) b)

M M,
" N, "N,
) A B
- l »
Q 2 | Q:“s
2

/ o o ! %

J_, T

Slika A.20. Primjer A.6.

Dio okvirnog nosaca BC

- I podrucje: 0<x, <1m (slika A.20.a)

Uvjeti ravnoteze za dio nosaca lijevo od presjeka glase:
> F,=0: N,+F=0, N,=-F=-10kN,
zez =0: 0,=0,

YD Mp=0: M,+F-1=0, M,=-10-1=-10kN-m
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- II. podrucje: 1< x, <2m (slika A.20.b)

Uvjeti ravnoteze za dio nosaca lijevo od presjeka glase:

> F,=0: N;+F=0, Ny=-F=-10kN,

Y F,=0: 0,=0,

dDMp=0: M +F-1-M=0, M, =-

Dijagrami unutarnjih sila dani su na slici A.21.

M a)

10-1+30=20kN-m.

e
=
lm 10
F A N kN
| 1 m e 1 m
20
®
¢/ 10
/ o
[ 10
a )
___ 110 Q. kN M, kN-m

Slika A.21. Primjer A.6.

b)

d)
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